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“One comes to regard the machine as having a personality — I had
almost said a feminine personality — requiring humoring, coaxing,
cajoling — even threatening! But finally one realizes that the per-
sonality is that of an alert and skilful player in an intricate but fas-
cinating game — who will take immediate advantage of the mistakes
of his opponent, who ‘springs’ the most disconcerting surprises, who
never leaves any result to chance — but who nevertheless plays fair
— in strict accordance with the rules of the game.

Albert Abraham Michelson (1911 )
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1.2.3 Adiabatische Präparation im periodischen Potential . . . . 9

1.3 Bose-Einstein Kondensation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3.1 Die Gross-Pitaevskii Gleichung . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.2 Das Kondensat in der Thomas-Fermi Näherung . . . . . . 13
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Einleitung

Die Materiewellenoptik mit ultrakalten Atomen hat sich in den letzten Jahren zu
einem der dynamischsten Forschungsgebiete der Physik entwickelt. Atominterfe-
rometrie mit lasergekühlten Atomen, nichtlineare Atomoptik mit Bose-Einstein
Kondensaten und die Beobachtung des Mott-Isolator-Übergangs von Atomen in
optischen Gittern sind nur einige der aktuellsten Themen, die weit über die Atom-
physik hinaus Beachtung gefunden haben [Nat02]. Diese spannenden Entwicklun-
gen bilden den Rahmen für die Experimente zum

”
Dispersionsmanagement für

Materiewellen“, die in dieser Diplomarbeit vorgestellt werden.

Die Dispersion von Wellen ist ein universelles Phänomen, das in vielen phy-
sikalischen Systemen auftritt — immer dann, wenn die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Wellen keine Konstante ist, sondern von der Wellenlänge abhängt.
Dispersion führt u.a. dazu, daß Wellenpakete, die aus einer Überlagerung vieler
harmonischer Einzelwellen mit unterschiedlichen Wellenlängen bestehen, mit der
Zeit auseinanderfließen. Dies läßt sich an Wasserwellen auf dem Meer ebenso wie
an Schallwellen in einem Festkörper oder Laserpulsen in einer Glasfaser beob-
achten. Die Idee, die Dispersion einer experimentellen Kontrolle zu unterwerfen,
bezeichnet man als

”
Dispersionsmanagement“.

Viele Wellenphänomene zeigen neben Dispersion auch nichtlineares Verhal-
ten. Das bedeutet, daß die Wellen miteinander wechselwirken, und zwar um
so stärker, je größer die Amplitude der Wellen ist. Einer der faszinierendsten
nichtlinearen Effekte ist das Auftreten von Solitonen — lokalisierten Wellenpa-
keten, die frei propagieren können, ohne zu zerfließen. Solitonen beruhen auf
dem Zusammenspiel von Nichtlinearität und Dispersion, deren Effekte sich kom-
pensieren können und so zur Ausbildung einer pulsförmigen Welle mit zeitlich
konstantem Profil und teilchenartigen Eigenschaften führen. Solitonen wurden
erstmals 1834 von J.S. Russel in einem flachen Wasserkanal beobachtet [Rus44]
und haben seither in vielen Bereichen der Naturwissenschaft eine Rolle gespielt,
von der Reizleitung in Nervenzellen bis hin zur Theorie der Elementarteilchen
[Rem94, Fil00, Lam80, BC80]. Besonders große wissenschaftliche und technische
Bedeutung haben Effekte von Dispersion und Nichtlinearität in der nichtlinea-
ren Faseroptik erlangt, die seit den 1980er Jahren zu einem eigenständigen Ge-
biet innerhalb der nichtlinearen Optik geworden ist [Agr95]. Die Kompression
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von Laserpulsen auf wenige Femtosekunden Dauer und der Einsatz von Soli-
tonen in der optischen Kommunikationstechnik sind hierfür bekannte Beispiele
[FBBS87, MSG80, MLH+92].

Eine der wichtigsten Erkenntnisse der Quantenmechanik ist, daß auch Mate-
rieteilchen Wellencharakter zeigen [Bro24]. Während die ersten experimentellen
Nachweise von Materiewellen mit Hilfe von Elektronen erbracht wurden [Dav28],
stehen seit der Entwicklung der Laserkühltechniken für neutrale Atome in den
1980er Jahren (Überblick in [AR97, Mv99]) atomare Materiewellen im Mittel-
punkt des Interesses [Mey01]. Im Gegensatz zu Licht zeigen Materiewellen selbst
im Vakuum Dispersion: Ein räumlich lokalisiertes Wellenpaket der Breite ∆x
hat nach der Heisenbergschen Unschärferelation eine Impulsunschärfe von ∆p ∼
h̄/∆x. Die endliche Breite der Impulsverteilung führt zum räumlichen Zerfließen
des Wellenpakets.

Ebenso wie die Erfindung des Lasers in den 1960er Jahren die Entwicklung
der nichtlinearen Optik ermöglicht hat, steht mit der experimentellen Realisie-
rung von atomaren Bose-Einstein Kondensaten (BEC) im Jahr 1995 [AEM+95,
DMA+95, BSTH95] nun auch eine Quelle nichtlinearer Materiewellen zur Ver-
fügung. Die Nichtlinearität wird dabei durch die elastischen Stöße der Atome im
Kondensat hervorgerufen und kann — je nach verwendeter atomarer Spezies —
repulsiv oder attraktiv sein. Wird das BEC in einem eindimensionalen atomaren
Wellenleiter eingeschlossen, so zeigt die Dynamik der Materiewellen eine enge
Analogie zur Propagation von Laserpulsen in optischen Fasern — beide Systeme
werden durch eine nichtlineare Schrödingergleichung beschrieben. Diese Analo-
gie hat in den letzten Jahren eine Reihe von Experimenten in der nichtlinearen
Atomoptik inspiriert, wovon besonders die Erzeugung von dunklen und hellen
Solitonen hervorgehoben werden soll [BBD+99, DSF+00, SPTH02, KSF+02].

Eine der Besonderheiten von Laserpulsen in optischen Fasern ist, daß sich
durch die Wahl geeigneter Materialien für die Herstellung der Faser sowie geeig-
neter Intensitäten und Wellenlängen des Lichts sowohl die Dispersion als auch
die Nichtlinearität der Laserpulse sehr gut experimentell kontrollieren lassen. So
können Medien mit normaler oder anomaler Dispersion ebenso wie mit attrak-
tiver oder repulsiver Nichtlinearität hergestellt werden. Für die Kontrolle der
Dispersion ist in diesem Zusammenhang der Begriff

”
Dispersionsmanagement“

geprägt worden [ST97]. Während die Nichtlinearität eines Bose-Einstein Kon-
densats mit Hilfe von Feshbach-Resonanzen kontrolliert und sogar von repulsiv
auf attraktiv umgestellt werden kann [IAS+98, DCC+01], stellt sich die Frage, ob
Dispersionsmanagement auch für Materiewellen möglich ist.

Eine Möglichkeit, die Dispersion von Materiewellen zu verändern, ist die Ver-
wendung eines schwachen periodischen Potentials. Aus der Festkörperphysik ist
bekannt, daß Elektronen in periodischen Potentialen eine veränderte Dispersions-
relation aufweisen, wenn ihr Quasiimpuls am Rand der Brillouinzone liegt [AM01].
Dem kann durch die Einführung einer

”
effektiven Masse“ in den dynamischen
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Gleichungen Rechnung getragen werden, die sowohl positive als auch negative
Werte annehmen kann. Die Dynamik von atomaren Materiewellen in optisch
erzeugten periodischen Potentialen ist in den letzten zehn Jahren Gegenstand
zahlreicher experimenteller und theoretischer Arbeiten gewesen [JD96], wobei
derzeit vor allem nichtlineare und quantenstatistische Effekte untersucht werden
[MMC+01, GME+02]. Ein großer Vorteil gegenüber analogen Systemen in der
Festkörperphysik besteht dabei darin, daß sich die optischen Potentiale für Ato-
me sehr genau experimentell kontrollieren lassen.

In der hier vorliegenden Arbeit soll das Prinzip des Dispersionsmanagements
mit einem periodischen Potential für atomare Materiewellen demonstriert und in
Experimenten zur nichtlinearen Atomoptik angewandt werden.

• Mit der Erzeugung eines Bose-Einstein Kondensats von 87Rb-Atomen wur-
de eine Quelle nichtlinearer Materiewellen fertiggestellt. Dabei konnte auf
umfangreiche experimentelle Vorarbeiten aufgebaut werden; der Stand des
Experiments zu Beginn meiner Diplomarbeit ist in [For01] dokumentiert.
Eine optische Dipolfalle wurde als Wellenleiter für das Kondensat aufge-
baut. Auf diese Weise konnte für die Materiewellen ein zur nichtlinearen
Faseroptik analoges System realisiert werden.

• Entlang des Wellenleiters wurde ein periodisches Dipolpotential angelegt.
In diesem

”
optischen Gitter“ wurden für die Dynamik in Gittern typische

Phänomene wie Bloch-Oszillationen und Landau-Zener-Tunneln der Atome
beobachtet. Im Gegensatz zu früheren Experimenten [RSN97, MMC+01]
konnte dabei die Einhüllende der Materiewellenpakete im periodischen Po-
tential räumlich aufgelöst abgebildet werden. Dies ermöglichte es, erstmals
auch den Einfluß des Gitters auf die Dispersion der Einhüllenden der Wel-
lenpakete zu beobachten.

• Mit Hilfe des periodischen Potentials wurde die Dispersion von ultrakalten
thermischen Atomen experimentell kontrolliert und damit erstmals Disper-
sionsmanagement für Materiewellen demonstriert. Das aus jedem Lehrbuch
zur Festkörperphysik bekannte Konzept der effektiven Masse konnte in ei-
nem Experiment direkt veranschaulicht werden. Zur Beschreibung der Ex-
perimente wurde ein einfaches theoretisches Modell entwickelt und nume-
risch ausgewertet.

• Die Technik des Dispersionsmanagements wurde auf ein Bose-Einstein Kon-
densat im Wellenleiter angewandt. Es wurden starke Hinweise auf die Ent-
stehung von atomaren Gittersolitonen beobachtet: Durch die Präparation
des Kondensats mit negativer effektiver Masse konnte das Auseinanderflie-
ßen des atomaren Wellenpakets verhindert werden, obwohl die Wechsel-
wirkung zwischen den Atomen im Kondensat repulsiv ist. Weitere Tests
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werden derzeit durchgeführt. In einer numerischen Simulation der Dyna-
mik des Kondensats im periodischen Potential wurde für die Parameter des
Experiments die Entstehung eines Gittersolitons beobachtet.

Diese Diplomarbeit ist wie folgt gegliedert:

Kapitel 1 stellt die theoretischen Grundlagen zusammen, die für das Verständ-
nis der Experimente mit thermischen Atomen und Bose-Einstein Kondensaten in
periodischen optischen Potentialen wichtig sind. Es werden numerische Methoden
vorgestellt, die zur Simulation der Experimente eingesetzt wurden. Kapitel 2 gibt
einen Überblick über den verwendeten experimentellen Aufbau. Ein Schwerpunkt
liegt dabei auf der Beschreibung der zur Manipulation der Atome verwendeten
optischen Dipolpotentiale. In Kapitel 3 werden die Herstellung von Bose-Einstein
Kondensaten in unseren Experimenten beschrieben und experimentelle Ergebnis-
se zur Charakterisierung der Kondensate präsentiert. Kapitel 4 stellt die Ergebnis-
se zum Dispersionsmanagement für Materiewellen im linearen Regime vor. Dabei
wurde mit einem inkohärenten atomaren Ensemble gearbeitet. In Kapitel 5 wird
die Technik des Dispersionsmanagements auf die nichtlinearen Materiewellen ei-
nes Bose-Einstein Kondensats angewandt und es werden Ergebnisse zu atomaren
Gittersolitonen beschrieben.



Kapitel 1

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen der Experimente zum
Dispersionsmanagement für Materiewellen erläutert. Neben einer Einführung in
die Grundidee der Experimente stehen dabei die Bereitstellung analytischer und
numerischer Methoden im Vordergrund, die in dieser Diplomarbeit zur Interpre-
tation der experimentellen Ergebnisse verwendet wurden.

Am Beispiel eines gaußschen Wellenpakets werden zunächst das Phänomen
der Dispersion und die Idee des Dispersionsmanagements vorgestellt. Dispersions-
management beruht auf der Manipulation der effektiven Masse in einem periodi-
schen Potential. Daher wird die Bloch-Theorie von Materiewellen in periodischen
Potentialen kurz zusammengefaßt, in deren Rahmen das Konzept der effektiven
Masse entwickelt wurde. In unserem Experiment dient ein Bose-Einstein Konden-
sat als Quelle nichtlinearer Materiewellen. Die Beschreibung des Kondensats in
einem Wellenleiter durch eine eindimensionale Gross-Pitaevskii Gleichung wird
hergeleitet. Die nichtlineare Dynamik des Kondensats in einem schwachen pe-
riodischen Potential wird im Rahmen einer effektive-Masse-Theorie diskutiert.
Nichtlineare Effekte wie Solitonen und Pulskompression werden vorgestellt. Ab-
schnitt 1.5 behandelt numerische Methoden, die zur Auswertung der experimen-
tellen Ergebnisse zum Dispersionsmanagement benötigt wurden. Am Ende des
Kapitels wird auf die Erzeugung des Wellenleiters und des periodischen Poten-
tials durch Dipolkräfte eingegangen.

1.1 Dispersion von Materiewellen

Die Dispersion von Materiewellen und die Grundidee des Dispersionsmanage-
ments können am Beispiel eines gaußschen Wellenpakets verdeutlicht werden. Da
Dispersion ein lineares Phänomen ist, wird von nichtlinearen Effekten zunächst
abgesehen. Die Beschreibung eines inkohärenten atomaren Ensembles durch gauß-
förmige Wellenpakete wird in Kapitel 4 zur Interpretation der Experimente ver-
wendet.

1



2 KAPITEL 1. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

1.1.1 Dispersion freier Teilchen

Im Gegensatz zu Licht zeigen Materiewellen selbst im Vakuum Dispersion, wie
im folgenden verdeutlicht wird. Wir beschränken uns auf den eindimensionalen
Fall, da unsere Experimente in einem eindimensionalen Wellenleiter stattfinden.
Die Schrödingergleichung für freie Teilchen lautet dann

ih̄
∂

∂t
Ψ(x, t) = − h̄2

2m

∂2

∂x2
Ψ(x, t). (1.1)

Sie hat ebene Wellen mit Wellenvektoren k und Energien E(k) als Eigenzustände,
die Dispersionsrelation

E(k) =
h̄2k2

2m
(1.2)

ist quadratisch in k.
Ein zum Zeitpunkt t = 0 in einem Bereich ±σ/2 um den Ort x0 lokalisiertes

Atom mit Wellenvektor k0 kann durch ein gaußförmiges Wellenpaket

Ψ(x, 0) =

(
2

π

) 1
4 1√

σ
exp

[
−(x− x0)

2

σ2

]
eik0(x−x0) (1.3)

beschrieben werden. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung |Ψ(x, 0)|2 für die Beobach-
tung des Teilchens im Ortsraum hat eine Breite (Standardabweichung)
∆x :=

√
〈x̂2〉t=0 − 〈x̂〉2t=0 = σ/2. Die Wellenfunktion im Impulsraum zur Zeit

t = 0 ergibt sich durch Entwicklung nach ebenen Wellen,

Ψ(k, 0) =
1√
2π

∫
Ψ(x, 0)e−ikx dx . (1.4)

Sie entspricht einer Impulsverteilung um den Wert h̄k0 herum, deren Breite im
hier betrachteten Fall gemäß ∆p = h̄/2∆x durch die Heisenbergsche Unschärfe-
relation gegeben ist.

Wir interessieren uns nun für das Wellenpaket nach einer Zeit t der freien Pro-
pagation (Abb. 1.1). Man erhält es durch Integration der Schrödingergleichung
im Impulsraum:

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫
Ψ(k, 0)e−

i
h̄

E(k)teikx dk . (1.5)

Gl. 1.5 zeigt, daß die Dynamik allein durch die Dispersionsrelation E(k) be-
stimmt ist. Das Wellenpaket bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit

vg(k0) :=
1

h̄

dE(k)

dk

∣∣∣∣
k0

=
h̄k0

m
(1.6)
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Abbildung 1.1 : Dispersion eines gaußschen Wellenpakets nach Propagation für eine
Dispersionszeit, t = tD.

fort, gleichzeitig nimmt die Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Zeit
zu:

∆x(t) :=
√
〈x̂2〉t − 〈x̂〉2t = ∆x

√
1 +

(
t

tD

)2

, tD =
2m(∆x)2

h̄
(1.7)

Das Wellenpaket zerfließt aufgrund der Abhängigkeit vg(k) der Gruppengeschwin-
digkeit vom Wellenvektor k auf einer charakteristischen Zeitskala tD, der Disper-
sionszeit.

1.1.2 Ein Parameter zur experimentellen Kontrolle
der Dispersion

Wie läßt sich die Dispersion von Materiewellen beeinflussen? Aus Gl. 1.2 erkennt
man, daß die Dispersionsrelation die Masse m der Atome als Parameter enthält.
In Abschnitt 1.2.2 wird gezeigt, daß die Masse in der Dispersionsrelation unter
bestimmten Bedingungen durch einen experimentell kontrollierbaren Parameter,
die effektive Masse meff , ersetzt werden kann. Über die effektive Masse läßt sich
dann die Abhängigkeit der Gruppengeschwindigkeit von k und damit die Disper-
sion kontrollieren:

• Für meff > 0 ist vg(k) = h̄k/meff monoton steigend in k, d.h. Wellen mit
größerem k propagieren schneller. Dies entspricht der normalen Dispersion
freier Teilchen. Während zum Zeitpunkt t = 0 im Wellenpaket 1.3 keine
Korrelation zwischen Ort und Wellenvektor besteht, sammeln sich nach der
Propagation im vorderen Teil des Wellenpakets Beiträge von Wellenvekto-
ren k > k0 und im hinteren Teil Wellenvektoren k < k0 an (Abb. 1.2(a)).

• Für meff < 0 fällt vg(k) monoton, d.h. nun propagieren große k-Vektoren
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Abbildung 1.2 : Dispersionsmanagement: durch die effektive Masse wird die Dyna-
mik der Materiewellen beeinflußt (siehe Text). Gezeigt sind Wellenpakete nach Propa-
gationszeiten 0 < t1 < t2 bei unterschiedlichen Werten von meff .

langsamer. Die Dispersion der Materiewellen ist anomal, auch dies führt
zum Zerfließen des Wellenpakets (Abb. 1.2(b)).

• Wie schnell das Wellenpaket auseinanderfließt, d.h. der Wert der Disper-
sionszeit tD, hängt in beiden Fällen von |meff | ab. In Abb. 1.2(b) ist |meff |
kleiner als in Abb. 1.2(a), daher ist das Wellenpaket nach der selben Pro-
pagationszeit t2 schon breiter geworden.

Besonders schön sieht man den Einfluß der negativen effektiven Masse, wenn
das Vorzeichen von meff während der Propagation geändert wird (Abb. 1.2(c)).
Da die Energie E(k) nach Umschalten auf meff < 0 nun ebenfalls ein negatives
Vorzeichen hat, propagiert das Wellenpaket gemäß Gl. 1.5

”
rückwärts in der

Zeit“, bis es seine Ausgangsbreite wieder erreicht hat. Diese kann aufgrund der
Unschärferelation bei Abwesenheit eines nichtlinearen Terms in der Schrödinger-
gleichung nicht unterschritten werden. In Abschnitt 4.5 dieser Diplomarbeit wird
ein Experiment vorgestellt, in dem genau das in Abb. 1.2 dargestellte Verhalten
beobachtet wird.

Da die Dispersionsrelation quadratisch ist, bleibt das Wellenpaket in allen
Fällen gaußförmig, solange die effektive Masse als konstant angenommen werden
kann. Eine Abweichung vom gaußförmigen Profil ist daher ein Indiz für eine
Abhängigkeit der effektiven Masse vom Wellenvektor.
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1.2 Materiewellen in periodischen Potentialen

Zur Manipulation der Dispersionsrelation wird in unseren Experimenten ein
”
op-

tisches Gitter“ verwendet, d.h. ein periodisches Potential, das von einer stehenden
Lichtwelle erzeugt wird (siehe Abschnitt 1.6). Es gibt zwei theoretische Ansätze
zur Beschreibung der Dynamik von Materiewellen in diesem Potential [PBB+97]:
In einer quantenoptischen Theorie wird der Einfluß des Potentials durch Photo-
nenaustausch zwischen den Atomen und den Laserstrahlen beschrieben. In diesem
Abschnitt wird jedoch ein theoretischer Ansatz aus der Festkörperphysik gewählt:
Die Dynamik von Materiewellen in periodischen Potentialen wird im Rahmen der
Bloch-Theorie behandelt. Dabei wird zunächst von nichtlinearen Effekten (d.h.
Wechselwirkung zwischen den Atomen) abgesehen, diese werden in Abschnitt 1.4
näher betrachtet.

1.2.1 Bloch-Theorem und Bandstruktur

Wir betrachten Atome in einem eindimensionalen periodischen Potential der
Form

V (x) = V0 cos2(kLx). (1.8)

Das Potential ist periodisch mit einer Gitterkonstanten R = π/kL, wobei kL der
Wellenvektor der Laserstrahlen ist, die das Potential erzeugen. In unseren Expe-
rimenten ist die Modulationstiefe V0 des Potentials von der Größenordnung der
Photonen-Rückstoßenergie, V0 ∼ Er = h̄2k2

L/2m. Daher sind die Atome nicht
stark an einzelne Potentialtöpfe gebunden, sondern können in dem Gitter pro-
pagieren. Auch für tiefere Potentiale wäre noch Dynamik der Atome durch Tun-
neln zwischen den einzelnen Potentialtöpfen möglich. Diese Prozesse sind jedoch
wesentlich langsamer, was die Beobachtung im Experiment unnötig erschweren
würde.

Das Bloch-Theorem [AM01] besagt, daß die Eigenzustände Φ(x) mit Energie
E des Hamiltonoperators Ĥ für ein beliebiges periodisches Potential U(x),

ĤΦ(x) ≡
[
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ U(x)

]
Φ(x) = EΦ(x), (1.9)

als Produkte aus einer ebenen Welle mit Wellenvektor k und einer Funktion mit
der Periodizität des Gitters gewählt werden können:

Φn,k(x) = eikxun,k(x), un,k(x + R) = un,k(x). (1.10)

In unserem Fall ist U(x) = V (x) cosinusförmig und Gl. 1.9 wird zur Mathieu-
Gleichung, die Bloch-Funktionen Φn,k(x) sind durch die Mathieu-Funktionen ge-
geben [McL64].

Die Dispersionsrelation E = En(k) für die Blochfunktionen Φn,k(x) zeigt eine
Bandstruktur, d.h. sie ist eine periodische Funktion des Quasiimpulses k mit
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a) b)

c)

Abbildung 1.3 : Erste Brillouinzone der Bandstruktur von Atomen in einem peri-
odischen Potential der Modulationstiefe V0 = Er. Die Bandstruktur wurde numerisch
bestimmt, siehe Abschnitt 1.5.1. (a) Energie En(k) der ersten drei Bänder als Funktion
des Quasiimpulses k. Für schwache periodische Potentiale ist die Energielücke zwischen
den beiden niedrigsten Energiebändern ∆E ' V0/2. Die Energielücke zwischen den
Bändern n = 2 und n = 3 ist dagegen sehr viel kleiner. Die harmonische Approxima-
tion des niedrigsten Energiebandes (gestrichelt), hier für den Rand der Brillouinzone
gezeigt, entspricht der Näherung konstanter effektiver Masse. (b) Gruppengeschwin-
digkeit vg(k) im untersten Band, in Einheiten der Photonen-Rückstoßgeschwindigkeit
vr = h̄kL

m . (c) Effektive Masse meff (k) im untersten Band.

der Periodizität 2π/R = 2kL. Die Quantenzahl n bezeichnet man als Band-
index. Abb. 1.3(a) zeigt die Bandstruktur in der ersten Brillouinzone, d.h. für
−kL < k ≤ kL. Betrachten wir das niedrigste Energieband (n = 1) genauer: im
Zentrum der Brillouinzone (k ∼ 0) weicht die Bandstruktur für schwache periodi-
sche Potentiale mit V0 ∼ Er nur unwesentlich von der quadratischen Dispersions-
relation freier Teilchen ab. Am Rand der Brillouinzone (k ∼ kL) entsteht jedoch
aufgrund des periodischen Potentials eine Energielücke ∆E zwischen erstem und
zweitem Energieband und die Dispersionsrelation weicht deutlich von derjenigen
freier Teilchen ab. Dies werden wir uns zunutze machen, um die Dispersion der
Materiewellen zu beeinflussen.
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1.2.2 Dynamik von Bloch-Wellenpaketen:
Gruppengeschwindigkeit und effektive Masse

Wie verändert sich die Dynamik von Materiewellen in Gegenwart des periodischen
Potentials? Da die Blochfunktionen aus Gl. 1.10 eine Basis des Hilbertraums
darstellen, läßt sich jede Wellenfunktion nach Blochfunktionen entwickeln. Die
Dynamik ist dann durch die Dispersionsrelation En(k) gegeben:

Ψ(x, t) =
∑

n

∫ kL

−kL

fn(k)e−
i
h̄

En(k)tΦn,k(x) dk. (1.11)

In dieser Form läßt sich Ψ(x, t) bei Kenntnis der Entwicklungskoeffizienten fn(k)
zum Zeitpunkt t = 0, der Bandstruktur und der Blochfunktionen prinzipiell aus-
werten. Um Dispersionsmanagement in der in Abschnitt 1.1.2 diskutierten Form
realisieren zu können, müssen jedoch noch zwei wichtige Bedingungen erfüllt sein:

1. Wir müssen die Atome in einem einzigen Energieband präparieren. Solange
durch externe Kräfte keine Übergänge in höherer Energiebänder induziert
werden, können diese dann bei der Dynamik vernachlässigt werden: im fol-
genden wird nur noch n = 1 betrachtet.

2. Die Quasiimpulsverteilung des atomaren Wellenpakets muß schmaler als die
Ausdehnung der Brillouinzone sein, d.h. die Entwicklungskoeffizienten f(k)
sind um einen Wert k0 herum konzentriert, die Breite ∆k der Verteilung
muß ∆k � 2kL erfüllen. Dies hat aufgrund der Unschärferelation zur Folge,
daß die Einhüllende des Wellenpakets nur langsam veränderlich auf der
Längenskala R des Potentials sein darf, für die Breite der Einhüllenden gilt
∆x � R (siehe Abb. 1.4). Diese Einschränkung ist verständlich: nur wenn
das Wellenpaket viele Perioden des Gitter überdeckt, kommt der periodische
Charakter des Potentials zur Geltung. Ist die Ausdehnung des Wellenpakets
dagegen vergleichbar mit der Gitterperiode, so beschreibt man das System
besser durch eine geringe Zahl unterscheidbarer Potentialmulden.

Sind diese Bedingungen erfüllt, so kann die Beschreibung des Wellenpakets im
Rahmen der aus der Festkörperphysik bekannten

”
effektive-Masse-Näherung“ er-

folgen [Cal91], in der nichtlinearen Optik entspricht dem eine
”
multiple scales

analysis“ [SS94, SSS96].
Die Idee ist, das Energieband E(k) um den Wert k0 herum zu entwickeln:

E(k) = E(k0) + (k − k0)
∂E(k)

∂k

∣∣∣∣
k0

+
1

2
(k − k0)

2 ∂2E(k)

∂k2

∣∣∣∣
k0

+ · · · . (1.12)

Wir schreiben die Blochfunktionen in der Form Φk(x) = eikxuk(x) und nehmen
an, daß sich uk(x) mit k sehr viel langsamer verändert als f(k) (vgl. Bedin-
gung 2), so daß wir es durch uk0(x) ersetzen können. Damit vernachlässigen wir
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a) b)

Abbildung 1.4 : Wellenpaket im Zentrum der Brillouinzone (k0 = 0) eines periodi-
schen Potentials mit V0 = Er. (a) Wellenfunktion im Ortsraum. Die Oszillationen der
Blochfunktionen mit der Gitterperiode R sind deutlich zu sehen. Die Einhüllende (dicke
Linie) ist nur langsam veränderlich auf dieser Skala, es gilt ∆x � R. (b) Bandstruktur
E(k) und Entwicklungskoeffizienten der Wellenfunktion nach Blochfunktionen, f(k),
die auf einen schmalen Bereich ∆k um den zentralen Wellenvektor k0 begrenzt sind.

die Dynamik innerhalb der einzelnen Potentialmulden, wir tragen der schnellen
Oszillation der Wellenfunktion Ψ(x, t) im periodischen Potential nur noch durch
eine zeitlich konstante Funktion Rechnung. Die Dynamik beschränkt sich dann
auf die Einhüllende A(x, t). Damit ergibt sich in zweiter Ordnung in (k − k0):

Ψ(x, t) = Φk0(x)e−
i
h̄

E(k0)t

∫ kL

−kL

f(k)ei(k−k0)(x−vg(k0)t)e
−i

h̄(k−k0)2

2meff (k0)
t
dk︸ ︷︷ ︸

≡A(x,t)

. (1.13)

wobei die Gruppengeschwindigkeit und die effektive Masse durch

vg(k0) =
1

h̄

∂E(k)

∂k

∣∣∣∣
k0

, meff (k0) = h̄2

(
∂2E(k)

∂k2

∣∣∣∣
k0

)−1

(1.14)

gegeben sind. In unserem Fall können diese Ausdrücke mit Hilfe der Dispersions-
relation bestimmt werden. Ist diese nicht bekannt, so können vg und meff in
Störungstheorie aus Φk0 und E(k0) berechnet werden [Cal91].

Man sieht, daß sich das Wellenpaket in Gl. 1.13 mit der Gruppengeschwin-
digkeit bewegt: der in (k − k0) lineare Exponent ist konstant für (x− vg(k0)t) =
const. Der quadratische Term ist für die Dispersion verantwortlich, hier erscheint
die effektive Masse. Gruppengeschwindigkeit und effektive Masse sind Funktio-
nen des zentralen Quasiimpulses k0 des Wellenpakets. Abb. 1.3(b,c) zeigt ihre
Abhängigkeit vom Quasiimpuls für das niedrigste Energieband. Die Näherung
konstanter Gruppengeschwindigkeit und effektiver Masse sowie das Abbrechen
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der Entwicklung (1.12) nach der zweiten Ordnung entspricht einer parabolischen
Approximation der Dispersionsrelation, die in Abb. 1.3(a) gezeigt ist.

Aus der Definition der effektiven Masse (1.14) erkennt man, daß meff im
wesentlichen ein Maß für die Krümmung der Dispersionsrelation E(k) ist. Ist
die Krümmung positiv, wie etwa im Zentrum der Brillouinzone, so ist auch
meff > 0. Für schwache periodische Potentiale ist dort außerdem |meff | ' m
(Abb. 1.3(c)). Geht man weiter in Richtung des Randes der Brillouinzone, so
steigt meff zunächst stark an, d.h. die Dispersion ist stark unterdrückt. Eine nega-
tive effektive Masse findet man dagegen in einem relativ schmalen Bereich um den
Rand der Brillouinzone. Dort ist für schwache Potentiale außerdem |meff | � m,
d.h. die Dispersion ist besonders stark. Damit ist das Verfahren für Dispersions-
management klar: Die effektive Masse wird kontrolliert, indem Wellenpakete mit
unterschiedlichem zentralen Quasiimpuls k0 präpariert werden.

Falls man an der schnellen Oszillation der Blochfunktion Φk0(x) = eik0xuk0(x)
in (1.13) nicht interessiert ist (was in unseren Experimenten der Fall ist, da
Strukturen auf der Längenskala der Gitterperiode von unserem Abbildungssystem
nicht aufgelöst werden können), kann man die Effektive-Masse-Näherung gleich
in die Schrödingergleichung

”
einbauen“, die dann nur noch die Dynamik der

Einhüllenden A(x, t) beschreibt:

ih̄

[
∂

∂t
+ vg

∂

∂x

]
A(x, t) = − h̄2

2meff

∂2

∂x2
A(x, t). (1.15)

In unseren Experimenten werden auch die Grenzen der Näherung konstanter
effektiver Masse deutlich werden. Falls die Breite des Wellenpakets im k-Raum
größer als der Bereich annähernd konstanter effektiver Masse ist, so müssen
höhere Terme in der Entwicklung (1.12) berücksichtigt werden, was zu z.T. dras-
tischen Änderungen der Form des Wellenpakets während der Propagation führt.

1.2.3 Adiabatische Präparation der Atome
im periodischen Potential

Um Dispersionsmanagement zu realisieren, müssen atomare Wellenpakete mit
variablem zentralen Quasiimpuls k0 im niedrigsten Energieband präpariert wer-
den. Dies geschieht in zwei Schritten, bei denen Modulationstiefe und Geschwin-
digkeit des periodischen Potentials relativ zu den Atomen verändert werden:

1. Zunächst wird das periodische Potential mit einer linearen Amplituden-
rampe V0(t) = V0t/τ1 der Dauer τ1 eingeschaltet. Ist die Rampe hinrei-
chend langsam und bewegt sich das Potential relativ zu den Atomen nicht,
so ist der Präparationsprozeß adiabatisch und das Wellenpaket wird im
niedrigsten Energieband im Zentrum der Brillouinzone um k0 = 0 herum
präpariert (Position (1) in Abb. 1.5).
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Abbildung 1.5 : Präparation des Wellenpakets im periodischen Potential (siehe
Text). k0(t) bezeichnet den zentralen Quasiimpuls des Wellenpakets am Ende des je-
weiligen Präparationsschritts. Hier ist beispielhaft die Präparation am Rand der Bril-
louinzone bei k0(τ1 + τ2) = kL dargestellt.

2. Im zweiten Schritt wird das Potential im Laborsystem mit konstanter Be-
schleunigung a = −v/τ2 auf eine Geschwindigkeit−v beschleunigt (Schritt (2)
in Abb. 1.5). Dies verändert den Quasiimpuls der Atome im Bezugssystem
des nun bewegten periodischen Potentials von k0(τ1) = 0 auf k0(τ1 + τ2) =
mv/h̄. Ist der Beschleunigungsprozeß ebenfalls adiabatisch, bleiben die Ato-
me dabei im niedrigsten Energieband.

Danach kann die Propagation des Wellenpakets mit der effektiven Masse meff (k0)
untersucht werden.

Damit der Präparationsprozeß adiabatisch ist und somit Übergänge der Ato-
me in höhere Energiebänder vermieden werden, muß das Kriterium für Adiaba-
tizität ∣∣∣∣〈n, k| d

dt
|1, k〉

∣∣∣∣2 � |En(k)− E1(k)|2

h̄2 (1.16)

erfüllt sein [Mes90], wobei |n, k〉 die Blochzustände bezeichnet. Dabei sind Über-
gänge zwischen benachbarten Bändern besonders kritisch, daher wird im folgen-
den nur n = 2 betrachtet. Für Potentiale V0 ≤ Er läßt sich dieses Kriterium
leicht auswerten [DPR+96], wir betrachten wieder den Fall V0 = Er (für tiefere
Potentiale ist das Kriterium weniger streng).

Für die Dauer der linearen Amplitudenrampe im Zentrum der Brillouinzo-
ne muß nach 1.16 τ1 � 1/32

√
2ωr = 0.9 µs gelten [DPR+96], dabei bezeichnet

ωr = Er/h̄ = 2π × 3.8 kHz die Photonen-Rückstoßfrequenz. In unseren Experi-
menten ist immer τ1 > 100 µs, also weit im adiabatischen Regime. Bemerkenswert
ist, daß am Rand der Brillouinzone kein adiabatisches Anschalten des Potenti-
als möglich wäre, da dort für V0 = 0 die Energielücke verschwindet und somit
E2(kL) − E1(kL) = 0 ist. Daher muß in unserem Experiment die Präparation in
zwei Schritte unterteilt werden.
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Für die Beschleunigung des periodischen Potentials genügt es, das Adia-
batizitätskriterium am Rand der Brillouinzone auszuwerten, da dort die Ener-
gielücke am kleinsten ist. Mit der Endgeschwindigkeit v = vr = h̄kL

m
ergibt sich

τ2 � 8/ωr = 0.34 ms, dieses Kriterium ist also wesentlich strenger und limitiert
letztlich die Dauer des Präparationsprozesses. Im Experiment ist typischerweise
τ2 = 2.4 ms.

Es bleibt noch zu bemerken, daß es auch eine obere Grenze für die Dauer der
Präparation gibt: Damit die Art der Präparation die Dynamik des Wellenpakets
nicht wesentlich beeinflußt, muß die Präparation schneller als die charakteristi-
schen Zeitskalen des Experiments sein, d.h. es muß τ1 + τ2 � tD gelten. Diese
Bedingung ist im Experiment gut erfüllt, da in der Regel tD > 20 ms ist. Im nicht-
linearen Fall sollte zusätzlich τ1 + τ2 � tNL gelten (siehe Abschnitt 1.4.2). Diese
Bedingung ist schwieriger zu erfüllen, da für die im Experiment realisierbaren
Atomzahlen tNL nur wenige Millisekunden beträgt. Simulationen zeigen jedoch,
daß der Präparationsprozeß die Dynamik der Wellenpakete auch für τ1+τ2 ' tNL

nicht wesentlich stört (vgl. Abschnitt 1.5.2).

1.3 Bose-Einstein Kondensation

In unseren Experimenten sind Bose-Einstein Kondensate die Quelle kohärenter,
nichtlinearer Materiewellen: Es stellt sich heraus, daß die Atome im Konden-
sat durch eine makroskopische Wellenfunktion beschrieben werden können, die
nichtlineare Dynamik zeigt. Im folgenden wird die für unser Experiment relevante
Theorie der Kondensate vorgestellt.

Das Phänomen der Bose-Einstein Kondensation (BEC) wurde bereits in den
Jahren 1924-25 von N.S. Bose [Bos24] und A. Einstein [Ein24, Ein25] theoretisch
vorhergesagt: Oberhalb einer kritischen Phasenraumdichte

ρc = nλ3
dB = 2.61 (1.17)

wird der Grundzustand eines Systems von Bosonen makroskopisch besetzt. Dabei
ist n die Dichte der Bosonen und

λdB =
h√

2πmkBT
(1.18)

die thermische deBroglie-Wellenlänge für ein Teilchen der Masse m in einem Gas
der Temperatur T . λdB kann als die räumliche Ausdehnung der Materiewellen-
pakete in dem Gas interpretiert werden. Die kritische Phasenraumdichte (1.17)
ist dann erreicht, wenn λdB größer als der mittlere Teilchenabstand n−1/3 wird.
In unserem Experiment findet die Kondensation in einem atomaren Gas in einer
harmonischen Falle mit Fallenfrequenzen ωx,y,z statt. Für eine gegebene Atom-
zahl N in der Falle läßt sich Gl. 1.17 dann als Bedingung für die Temperatur
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des Gases formulieren: BEC tritt auf für Temperaturen unterhalb der kritischen
Temperatur [DGPS99]

T 0
c = 0.94

h̄ωho

kB

N1/3 (1.19)

wobei ωho = (ωxωyωz)
1/3 das geometrische Mittel der Fallenfrequenzen ist. Dabei

wurden Wechselwirkungseffekte zwischen den Atomen vernachlässigt.
Während die Bose-Einstein Kondensation zunächst im Zusammenhang mit

der Suprafluidität von flüssigem Helium Bedeutung erlangte, hat die Erzeugung
von BECs in verdünnten atomaren Gasen [AEM+95, DMA+95, BSTH95] seit
1995 einen regelrechten Boom der BEC-Physik ausgelöst. Vorläufiger Höhepunkt
war die Verleihung des Nobelpreises 2001 an E.A. Cornell, C.E. Wieman und
W. Ketterle für die Realisierung und Untersuchung der ersten Alkali-Kondensate.
Die Physik der atomaren Bose-Einstein Kondensate wird in zahlreichen Über-
sichtsartikeln ausführlich behandelt [KDS99, DGPS99].

1.3.1 Die Gross-Pitaevskii Gleichung

Die Physik schwach wechselwirkender BECs kann in einer Molekularfeldnäherung
durch die Gross-Pitaevskii Gleichung (GPE) für den Erwartungswert des Konden-
sat-Feldoperators Ψ(r, t) = 〈Ψ̂(r, t)〉 beschrieben werden [Gro61, Gro63, Pit61].
Dabei werden Anregungen aus dem Kondensat vernachlässigt, was die Gültigkeit
der Theorie auf T = 0 einschränkt. Für Temperaturen T � Tc und hinreichend
große Kondensate (N � 1) ist die Beschreibung durch die GPE jedoch eine gute
Näherung.

In einem verdünnten Gas (n−1/3 � as) bei niedriger Temperatur (λdB(T ) �
as) wird die Wechselwirkung zwischen den Atomen durch elastische s-Wellen-
Streuung dominiert, mit der Streulänge as als einzigem Parameter. Das inter-
atomare Potential kann dann durch durch ein Pseudopotential verschwindender
Reichweite U(r− r′) = gδ(r− r′) ersetzt werden, wobei

g =
4πh̄2as

m
(1.20)

als Kopplungskonstante bezeichnet wird. Die Gross-Pitaevskii Gleichung für ein
BEC in einem externen Potential Vext(r) lautet damit

ih̄
∂

∂t
Ψ(r, t) =

[
− h̄2

2m
∆ + Vext(r) + g |Ψ(r, t)|2

]
Ψ(r, t), (1.21)

wobei Ψ auf die Teilchenzahl normiert ist,
∫
|Ψ|2 d3r = N . Der nichtlineare Term

g |Ψ(r, t)|2 in der GPE beschreibt die Wechselwirkung der Atome. Für positive
Streulänge as > 0 ist die Wechselwirkung repulsiv, für as < 0 attraktiv. Im
folgenden nehmen wir die Streulänge as immer als positiv an, dies entspricht der
repulsiven Wechselwirkung der 87Rb-Atome in unserem Experiment.
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1.3.2 Das Kondensat in der Thomas-Fermi Näherung

Wir betrachten den stationären Grundzustand des Kondensat in einer Falle. Die
Wellenfunktion des Kondensats hat dann die Form Ψ(r, t) = Ψ(r)e−

i
h̄

µt mit dem
chemischen Potential µ. Im Grenzfall großer Kondensate dominiert der nichtli-
neare Term in der Gross-Pitaevskii Gleichung über den kinetischen Term, abge-
sehen vom Rand der Kondensate. Der kinetische Term in der GPE kann dann
vernachlässigt werden, Gleichung 1.21 wird zu

µΨ(r) =
[
Vext(r) + g |Ψ(r)|2

]
Ψ(r). (1.22)

Diese Näherung wird als Thomas-Fermi Näherung bezeichnet. Für Kondensate
in einem harmonischen Fallenpotential

Vext(r) =
m

2
(ω2

xx
2 + ω2

yy
2 + ω2

zz
2). (1.23)

gilt sie, solange das Verhältnis aus nichtlinearer und kinetischer Energie Enl/Ekin '
Nas

aho
� 1 ist, mit der mittleren Oszillatorlänge aho =

√
h̄/mωho. In Experimenten

ist die Thomas-Fermi Näherung in der Regel gültig: Für 2× 104 87Rb-Atome mit
einer Streulänge as = 5.4 nm in einer Falle mit Fallenfrequenzen ωx,y = 2π×20 Hz
und ωz = 2π × 57 Hz ist Nas

aho
= 53.

In der Thomas-Fermi Näherung lassen sich eine Reihe einfacher analytischer
Ausdrücke für wichtige Größen des Bose-Einstein Kondensats in der Falle finden,
die im folgenden kurz zitiert werden [DGPS99]:
Die Dichte der Atome im Kondensat hat das Profil (Abb. 1.6)

n(r) = |Ψ(r)|2 =

{
g−1 [µ− Vext(r)] für µ > Vext(r),

0 sonst.
(1.24)

Dies ist abgesehen von einem schmalen Bereich um den Rand des Kondensats
herum eine gute Beschreibung der beobachteten Dichteverteilung. Das chemische
Potential hat dabei den Wert

µ =
h̄ωho

2

(
15Nas

aho

)2/5

. (1.25)

Daraus läßt sich der sog. Thomas-Fermi Radius des Kondensats bestimmen:

RTF,i =
ωho

ωi

aho

(
15Nas

aho

)1/5

, i = x, y, z. (1.26)

Die Wechselwirkungsenergie pro Teilchen ist ebenfalls mit dem chemischen Poten-
tial verknüpft: Eww/N = (2/7)µ. Diese Größen spielen bei der Charakterisierung
des Kondensats eine wichtige Rolle.
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Abbildung 1.6 : Profil der Grundzustandswellenfunktion in x-Richtung eines BECs
aus 2 × 104 87Rb-Atomen in einer harmonischen Falle mit Fallenfrequenzen ωx,y =
2π×20 Hz und ωz = 2π×57 Hz. Die Thomas-Fermi-Näherung (gepunktet) spiegelt das
parabolische Fallenpotential wider. Der Thomas-Fermi Radius ist RTF,x = 10.9 µm, die
atomare Dichte ist durch die repulsive Wechselwirkung deutlich reduziert. Im Vergleich
dazu der Grundzustand der Falle für verschwindende Wechselwirkung (durchgezogen)
mit der Oszillatorlänge aho,x = 2.0 µm.

1.3.3 Das BEC im Wellenleiter: Die Gross-Pitaevskii
Gleichung in einer Dimension

Die Experimente zum Dispersionsmanagement wurden alle in einem eindimen-
sionalen Wellenleiter für Atome durchgeführt. Dadurch können die Atome ge-
gen die Gravitation gehalten werden, während die Dynamik entlang des Wellen-
leiters nicht signifikant beeinflußt wird. Dies ermöglicht längere Beobachtungs-
zeiten; gleichzeitig ist Eindimensionalität eine wichtige Voraussetzung für die
Erzeugung atomarer Solitonen. Im folgenden wird eine eindimensionale Gross-
Pitaevskii Gleichung für die Dynamik des Kondensats im Wellenleiter hergeleitet.

Wir betrachten einen Wellenleiter, der die Atome transversal in ein harmoni-
sches Potential einschließt:

VD(y, z) =
m

2
ω2
⊥(y2 + z2). (1.27)

Ohne den nichtlinearen Term wäre die GPE mit diesem Potential separabel und
die Wellenfunktion könnte als Produkt aus einem longitudinalen und einem trans-
versalen Anteil geschrieben werden, Ψ(x, y, z) = Ψ(x)Ψ⊥(y)Ψ⊥(z). Obwohl die
Nichtlinearität die longitudinalen und transversalen Freiheitsgrade koppelt, ist
der Produktansatz eine gute Näherung, solange die nichtlineare Energie kleiner
als die Energie h̄ω⊥ der transversalen Anregungen ist. Wird das Kondensat im
transversalen Grundzustand des Wellenleiters präpariert, so wird es auch während
der dynamischen Entwicklung im Grundzustand bleiben, der Wellenleiter ist dann

”
single mode“.

Als transversale Wellenfunktion wird die Grundzustandswellenfunktion des
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harmonischen Oszillators mit der Oszillatorlänge a⊥ =
√

h̄/mω⊥ verwendet. Da-
bei werden Effekte der Nichtlinearität auf die transversale Wellenfunktion ver-
nachlässigt.

Der Produktansatz wird in die dreidimensionale GPE 1.21 eingesetzt, die
Gleichung mit Ψ∗

⊥(y)Ψ∗
⊥(z) multipliziert und über die transversalen Freiheitsgra-

de integriert. Dies führt auf folgende 1D Gross-Pitaevskii Gleichung:

ih̄
∂

∂t
Ψ(x, t) =

[
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+

gN

A⊥
|Ψ(x, t)|2

]
Ψ(x, t). (1.28)

Dabei ist

A⊥ =

[∫
dy |Ψ⊥(y)|4

∫
dz |Ψ⊥(z)|4

]−1

= 2πa2
⊥ (1.29)

ein Maß für die Ausdehnung des transversalen Zustandes. In dieser Darstellung
der GPE ist Ψ(x, t) auf 1 normiert.

Nun können wir das single-mode Kriterium noch etwas genauer fassen. Die
maximale Nichtlinearität muß kleiner als die transversale Oszillatorenergie sein:

gN

A⊥
maxx

(
|Ψ(x, t)|2

)
<∼ h̄ω⊥ ⇔ N ·maxx

(
|Ψ(x, t)|2

)
<∼

1

2as

. (1.30)

Nach [MvLvdHS99] kann dieses Kriterium sogar um einen Faktor 2.4 verfehlt wer-
den, bevor transversale Instabilitäten einsetzen. Die zweite Form der Ungleichung
zeigt, daß das single-mode Kriterium unabhängig von ω⊥ eine Einschränkung der
linearen atomaren Dichte in x-Richtung ist: für 87Rb ist 1/2as = 93 Atome/µm.

Die 1D Gross-Pitaevskii Gleichung entspricht der aus der nichtlinearen Optik
bekannten nichtlinearen Schrödingergleichung für Laserpulse in optischen Fasern,
wenn man Orts- und Zeitableitungen vertauscht [Agr95]. Die Wechselwirkung
zwischen den Atomen übernimmt dabei die Rolle des nichtlinearen Mediums aus
der Optik. Aufgrund dieser Analogie lassen sich viele aus der nichtlinearen Op-
tik bekannte Effekte mit den Materiewellen eines Bose-Einstein Kondensats im
Wellenleiter beobachten.

1.4 Nichtlineare Effekte in

periodischen Potentialen

Wie verändert die Nichtlinearität des Bose-Einstein Kondensats die Dynamik
der Materiewellen im Gitter? Wir suchen eine Lösung der 1D Gross-Pitaevskii
Gleichung mit periodischem Potential,

ih̄
∂

∂t
Ψ(x, t) =

[
− h̄2

2m

∂2

∂x2
+ V0 cos2(kLx) +

gN

A⊥
|Ψ(x, t)|2

]
Ψ(x, t). (1.31)
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Aufgrund der Nichtlinearität sind die Blochfunktionen Φn,k(x) keine Eigenfunk-
tionen von 1.31. Dennoch könnte man analog zu 1.11 eine Entwicklung nach den
vollständigen Blochfunktionen mit nun zeitabhängigen Entwicklungskoeffizien-
ten fn(k, t) versuchen. Für ein lokalisiertes Wellenpaket würde dies auf eine sehr
große Zahl dynamischer Gleichungen für die fn(k, t) führen. Ein anderer Weg
ist vielversprechender: analog zum linearen Fall soll eine effektive-Masse-Theorie
entwickelt werden, bei der die Wellenfunktion auf der Skala der Potentialmulden
des Gitters wieder nur durch eine einzige Blochfunktion beschrieben wird. Die
Vorhersagen dieser einfachen Theorie können zu ihrer Überprüfung mit der in
Abschnitt 1.5.2 beschriebenen numerischen Lösung der GPE mit periodischem
Potential verglichen werden. Über die effektive Masse kann auch im nichtlinearen
Fall Dispersionsmanagement realisiert werden.

1.4.1 Effektive-Masse-Theorie für
schwache Nichtlinearität

Unter folgenden Bedingungen läßt sich eine effektive-Masse-Theorie für die Gross-
Pitaevskii Gleichung formulieren:

1. Analog zum linearen Fall betrachten wir ein Wellenpaket, dessen Entwick-
lung nach Blochfunktionen auf eine Verteilung im Quasiimpulsraum führt,
die sehr viel schmaler als die Ausdehnung der 1. Brillouinzone ist. Dann
kann die Beschreibung durch eine langsam veränderliche Einhüllende erfol-
gen.

2. Die Nichtlinearität wird als Störung betrachtet, genauer: die maximale
Nichtlinearität muß klein gegenüber der Bandlücke über dem niedrigsten
Energieband sein. Dies rechtfertigt die Einschränkung der Dynamik auf ein
einziges Energieband. Starke Nichtlinearitäten würden zu einer Kopplung
der Energiebänder ober- und unterhalb der Energielücke führen.

Als Ansatz für die Wellenfunktion wird ein Produkt aus einer Blochfunktion im
niedrigsten Energieband (n = 1) und der langsam variierenden Einhüllenden
A(x, t) gewählt:

Ψ(x, t) = A(x, t)Φn,k0(x)e−
i
h̄

En(k0)t (1.32)

Im Rahmen der effektive-Masse-Theorie oder einer multiple scales analysis ergibt
sich dann folgende reduzierte 1D GPE für die Einhüllende [SZ98, Hil01]:

ih̄

[
∂

∂t
+ vg

∂

∂x

]
A(x, t) =

[
− h̄2

2meff

∂2

∂x2
+ αNL

gN

A⊥
|A(x, t)|2

]
A(x, t). (1.33)

wobei vg und meff wie in 1.14 definiert sind. Die Blochfunktionen sind auf die
Länge des Gitters L normiert. Der Vorfaktor

αNL =
1

L

∫ L/2

−L/2

dx |un,k0(x)|4 (1.34)



1.4. NICHTLINEARE EFFEKTE IN PERIODISCHEN POTENTIALEN 17

trägt der Änderung der Stärke der Nichtlinearität durch die Blochfunktion Rech-
nung: Innerhalb einer Periode des Potentials ist die Dichte der Atome inhomogen
verteilt (vgl. Abb. 1.4), dies führt zu einer erhöhten Nichtlinearität auch für die
Einhüllende. Für schwache Potentiale (V0 ∼ Er) ist αNL ∈ O(1), dabei am Rand
der Brillouinzone immer etwas größer als im Zentrum (z.B. ist für V0 = Er am
Rande der Brillouinzone αNL = 1.56, im Zentrum αNL = 1.03).

Die Bandlücke über dem niedrigsten Energieband ist für schwache Potentiale
∆E ' V0/2. Damit die Nichtlinearität als Störung betrachtet werden kann und
somit die Einschränkung der Beschreibung auf das niedrigste Band gerechtfertigt
ist, muß also gelten:

αNLgN

A⊥
maxx

(
|A(x, t)|2

)
� ∆E ' V0

2

⇔ N ·maxx

(
|A(x, t)|2

)
� V0

4h̄ω⊥αNLas

.
(1.35)

Die zweite Form der Ungleichung ist wieder eine Einschränkung der linearen
atomaren Dichte. Für V0 = Er und eine transversale Fallenfrequenz ω⊥ = 2π ×
200 Hz entspricht die rechte Seite 560 Atomen/µm. Diese Einschränkung ist also
zumindest für die transversalen Fallenfrequenzen in unserem Experiment weniger
streng als die single-mode Bedingung für den Wellenleiter, Gl. 1.30.

Bei näherer Betrachtung der nichtlinearen Schrödingergleichung 1.33 für die
Einhüllende drängt sich eine Frage auf: Auch der nichtlineare Term enthält in der
Kopplungskonstanten g die Masse der Atome — warum wird diese nicht eben-
falls durch eine effektive Masse ersetzt? Der Grund für die

”
Ungleichbehandlung“

der Massen in der Gross-Pitaevskii Gleichung liegt darin, daß beide mit der Dy-
namik der Atome auf völlig unterschiedlichen Längenskalen verknüpft sind: Die
effektive Masse im kinetischen Term der Gleichung ist ein Parameter, der der
veränderten Dispersionsrelation in Gegenwart des periodischen Potentials auf ei-
ner Längenskala von typischerweise einigen µm Rechnung trägt. Die Masse im
nichtlinearen Term stammt dagegen aus der Beschreibung der atomaren Kolli-
sionen durch s-Wellen Streuung. Die charakteristische Längenskala hierfür ist die
Streulänge as = 5.4 nm. Auf dieser im Vergleich zur Periode des Potentials sehr
kurzen Skala ist die Dispersionsrelation unverändert. Die Manipulation der effek-
tiven Masse erlaubt also die Änderung des Vorzeichens des kinetischen Terms in
der eindimensionalen Gross-Pitaevskii Gleichung.

1.4.2 Atomare Bragg-Gittersolitonen

Die Gleichung 1.33 für die Einhüllende A(x, t) der Wellenfunktion ist die aus der
nichtlinearen Optik bekannte nichtlineare Schrödingergleichung. Diese Gleichung
hat Solitonen als Lösung [Agr95, Has90]. Dabei sind zwei Fälle zu unterscheiden:

• Für gleiches Vorzeichen von Dispersions- und nichtlinearem Term, d.h.
meff g > 0, sind dunkle Solitonen Lösungen. Dunkle Solitonen zeichnen sich
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Abbildung 1.7 : Solitonen als Lösung der nichtlinearen Schrödingergleichung für die
Einhüllende A(x, t). Gezeigt ist jeweils eine Solitonperiode tsol = π

4 tD für ein BEC
mit repulsiver Wechselwirkung (g > 0). (a) Dunkles Soliton erster Ordnung in einem
BEC mit gaußförmigem Profil für meff = +m. (b) Helles Soliton erster Ordnung für
meff = −m. (c) Helles Soliton 3. Ordnung mit derselben Anfangswellenfunktion wie in
(b) jedoch 9 mal so großer Atomzahl.

dadurch aus, daß sich ein Dichteminimum durch das BEC bewegt, ohne zu
zerfließen (Abb. 1.7(b)).

• Für meff g < 0 sind helle Solitonen eine Lösung, bei denen das gesamte
Kondensat als nicht zerfließendes Wellenpaket propagiert (Abb. 1.7(a)).

Sowohl dunkle [BBD+99, DSF+00] als auch helle [SPTH02, KSF+02] Solitonen
wurden bereits mit atomaren BECs realisiert. Dabei wurden Kondensate mit po-
sitiver bzw. negativer Streulänge verwendet, die Dispersionsrelation wurde nicht
manipuliert, d.h. meff = m > 0. Da sich das BEC nicht in einem Gitter befand,
erfüllte die Kondensatwellenfunktion Ψ(x, t) selbst, und nicht nur die Einhüllende
A(x, t) die nichtlineare Schrödingergleichung.

In unseren Experimenten liegt eine grundlegend andere Situation vor. Wir in-
teressieren uns für solitonartiges Verhalten der Einhüllenden A(x, t) in einem pe-
riodischen Potential. Da für 87Rb-Atome die Wechselwirkung repulsiv ist (g > 0)
und das Vorzeichen von g im Experiment nicht geändert werden kann, ist der
Bereich um die Bandkante am Rand der Brillouinzone (k = kL) interessant, in
dem meff (k) < 0 ist und somit helle Solitonen erwartet werden. Solche

”
Bragg-

Gittersolitonen“ wurden in der nichtlinearen Faseroptik bereits realisiert [ES96],
für Materiewellen aber bisher nur theoretisch untersucht [ZPMW99, SZ98]. Tat-
sächlich handelt es sich bei Gittersolitonen nicht um Solitonen im strengen Sinne,
sondern um nicht zerfließende

”
solitäre Wellen“, da die Gross-Pitaevskii Glei-

chung mit periodischem Potential nicht integrabel ist [Rem94].

Solitonen beruhen auf dem Wechselspiel von Dispersion und Nichtlinearität.
Für beide Effekte kann eine charakteristische Zeitskala definiert werden, die Dis-
persionszeit tD (vergleiche Gl. 1.7) und die nichtlineare Zeit tNL, die mit den
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jeweiligen Energien verknüpft sind:

tNL =
h̄

ENL

=
h̄A⊥

αNL|g|Nmaxx (|A(x, t = 0)|2)
, tD =

2|meff |x2
0

h̄
, (1.36)

dabei ist x0 die Breite der Einhüllenden zur Zeit t = 0. Solitonen treten in
Ordnungen N auf (wobei N ganzzahlig und positiv ist). Für ein Soliton der
Ordnung N ist

tD = 2N 2 tNL. (1.37)

Für das fundamentale Soliton (N = 1) kann dies als Kompensation von Dis-
persion und Nichtlinearität verstanden werden. Das fundamentale helle Soliton
besitzt eine Einhüllende

A(x, t) =
1√
2x0

sech

(
x− vgt

x0

)
e−iωet (1.38)

mit

x0 =
2h̄2A⊥

|meff |αNLgN
, ωe =

h̄

2|meff |x2
0

=
1

tD
, (1.39)

Man erkennt, daß die Einhüllende ihre Form über die Zeit beibehält und nicht
auseinanderfließt. Dieses helle Soliton kann kann nur am Rand der Brillouinzo-
ne erzeugt werden, da nur dort meff < 0 ist. Bemerkenswert ist dabei, daß in
Abwesenheit der Nichtlinearität Wellenpakete am Rand der Brillouinzone wegen
|meff (kL)| < |meff (0)| sogar schneller auseinanderfließen als im Zentrum. Im nicht-
linearen Fall wird das Auseinanderfließen durch die repulsive Wechselwirkung der
Atome verhindert, während man in einem naiven Bild aufgrund der gegenseiti-
gen Abstoßung der Atome ein beschleunigtes Auseinanderfließen erwarten würde
(was für normale Dispersion (meff > 0) tatsächlich eintritt).

Solitonen höherer Ordnung zerfließen ebenfalls nicht, zeigen jedoch periodi-
sches

”
Atmen“ der Form von |A(x, t)|2 mit der Soliton-Periode tsol = π

4
tD

(Abb. 1.7(c)). Dabei treten vorübergehend sehr viel schmalere Wellenpakete und
höhere Nichtlinearitäten als für t = 0 auf. Dies kann dazu führen, daß während
der Propagation die Voraussetzungen für die Beschreibung durch eine eindimen-
sionale effektive-Masse-Theorie nicht mehr erfüllt sind.

Für die experimentelle Beobachtung ist die Zahl der Atome im fundamentalen
Soliton eine wichtige Größe. Die Atomzahl in einem Soliton der OrdnungN ergibt
sich aus 1.36 und 1.37 zu

N = N 2 h̄

|meff |ω⊥αNLasx0

. (1.40)

Sind die Potentialtiefe V0 (und damit meff und αNL), die transversale Fallenfre-
quenz ω⊥ und die Breite des Anfangswellenpakets x0 einmal festgelegt, so muß die
Atomzahl im Experiment entsprechend eingestellt werden. Für N = 1, V0 = Er
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(meff (kL)/m = −0.142), ω⊥ = 2π × 100 Hz und x0 = 5 µm ergibt sich N = 195
Atome. Diese Zahl ist sehr niedrig und stellt hohe Ansprüche an Präparation
und Abbildung des BECs. Die Bedingung für Eindimensionalität und die An-
wendbarkeit der effektive-Masse-Näherung sind jedoch erfüllt. Eine numerische
Stabilitätsanalyse zeigt, daß Solitonen stabil gegenüber leichten Abweichungen
der Atomzahl vom geforderten Wert ebenso wie gegenüber Abweichungen der
Anfangswellenfunktion von der sech-Pulsform sind [Agr95]. Während der Dyna-
mik paßt sich die Breite des Solitons an, bis Bedingung 1.40 erfüllt ist.

1.4.3 Pulskompression

Pulskompression ist ein Phänomen, das mit Solitonen eng verknüpft ist, da es
ebenfalls auf einem Wechselspiel von Nichtlinearität und Dispersion beruht. Da-
mit ein Puls komprimiert werden kann, muß seine Impulsverteilung breiter wer-
den. Ansonsten verbietet die Unschärferelation eine Kompression des Wellenpa-
kets. Der Hamiltonoperator für ein freies Teilchen ist im Impulsraum diagonal,
daher wird die Impulsverteilung durch die Dynamik nicht verändert und das Wel-
lenpaket kann — unabhängig vom Vorzeichen der effektiven Masse — nicht kom-
primiert werden. Pulskompression wird erst durch nichtlineare Dynamik möglich,
die Nichtlinearität in der 1D Gross-Pitaevskii Gleichung verbreitert die Impuls-
verteilung des Wellenpakets. Wird zusätzlich das Vorzeichen der effektiven Masse
negativ gewählt, führt dies zur Verringerung der Breite des Wellenpakets im Orts-
raum.

Eine Möglichkeit zur Pulskompression, die in der nichtlinearen Optik an-
gewandt wird [Agr95, BTR+97], bieten Solitonen höherer Ordnung. Solitonen
höherer Ordnung gehen zu Beginn ihrer periodischen Dynamik durch eine Phase
der Kompression. Wird die Dynamik zu diesem Zeitpunkt unterbrochen, kann
ein schmälerer Puls beobachtet werden. Abb. 1.8(a) zeigt ein Soliton 3. Ordnung
zum Zeitpunkt der größten Kompression. Ein Problem bei diesem Kompressions-
schema ist, daß nur der zentrale Teil des Pulses komprimiert wird, seitlich bleiben
breite Flanken. Dies hat seine Ursache darin, daß die Dispersion die Phase, die
der Wellenfunktion durch die Nichtlinearität aufgeprägt wird, nur im Zentrum
des Pulses kompensieren kann [Agr95].

Mit der räumlichen Auflösung des Abbildungsystems in unserem Experiment
läßt sich ein auf diese Weise komprimierter Puls nur schlecht detektieren. Der
schmale Puls kann vor dem Hintergrund der breiten Flanken nicht aufgelöst
werden. Die Pulsqualität kann jedoch verbessert werden, wenn das Wellenpaket
zunächst mit normaler Dispersion (meff > 0) für eine gewisse Zeit expandieren
kann. Dadurch entwickelt das Wellenpaket in einem größeren Bereich eine qua-
dratische Phase. Erst dann wird auf meff < 0 umgeschaltet, um das Wellenpaket
zu komprimieren (Abb. 1.8(b)). Diese Methode der Pulskompression für Mate-
riewellen soll in Zukunft in unserem Experiment untersucht werden.

Es bleibt noch zu bemerken, daß durch die starke Kompression des Wellen-
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a) b)

Abbildung 1.8 : Pulskompression durch nichtlineare Dynamik und anomale Disper-
sion für V0 = Er, ω⊥ = 2π × 200 Hz und ein sech-Anfangswellenpaket mit x0 = 5 µm
und N = 878 Atomen. Die 1D Gross-Pitaevskii Gleichung für die Einhüllende A(x, t)
wurde im Rahmen der Näherung konstanter effektiver Masse integriert. (a) Soliton-
Kompression durch ein Soliton 3. Ordnung. Gezeigt ist das Anfangswellenpaket (ge-
punktet) und das Soliton zum Zeitpunkt maximaler Kompression nach t = 1.80 ms
Propagation mit meff < 0 (durchgezogen). Während die Wellenfunktion in der Mitte
stark komprimiert wird, bleiben die Flanken an der Basis des Pulses breit. (b) Op-
timierte Kompression: Anfangswellenpaket (gepunktet), Wellenpaket nach t = 10 ms
Propagation mit meff > 0 (gestrichelt) und anschließend t = 1.67 ms mit meff < 0
(durchgezogen).
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pakets hohe Nichtlinearitäten und eine relativ breite Quasiimpulsverteilung ∆k
entstehen (für die Parameter in Abb. 1.8 ist ∆k ' 0.3 kL). Dies kann zu trans-
versalen Anregungen im Wellenleiter und zum Zusammenbruch der Näherung
konstanter effektiver Masse führen, so daß höhere Terme in der Dispersionsrela-
tion berücksichtigt werden müssen.

1.4.4 Regimes starker Nichtlinearität und
tiefer periodischer Potentiale

Die hier vorgestellte effektive-Masse-Theorie für Bose-Einstein Kondensate in ei-
nem optischen Gitter ist nur gültig für relativ schwache periodische Potentiale
und solange die Nichtlinearität als Störung angesehen werden kann. Während dies
das Regime ist, dessen Realisierung in unseren Experimenten angestrebt wurde,
soll kurz auf das Verhalten von Kondensaten in tiefen optischen Gittern und bei
starker Nichtlinearität eingegangen werden. Auch in diesen Regimes kann unter
bestimmten Bedingungen die Dispersion derart modifiziert sein, daß Solitonen
für repulsive Wechselwirkung auftreten können:

• Ist die nichtlineare Energie in schwachen periodischen Potentialen nicht
mehr sehr viel kleiner als die Energielücke über dem niedrigsten Ener-
gieband (ENL

<∼ ∆E ' V0/2), müssen höhere Bänder bei der Dynamik
berücksichtigt werden. Insbesondere wird am Rand der Brillouinzone die
Dynamik durch Zustände aus den Bändern direkt oberhalb (n = 2) und un-
terhalb (n = 1) der Energielücke bestimmt. In diesem Fall kann als Ansatz
für die Wellenfunktion eine Blochfunktion und eine langsam veränderliche
Einhüllende aus jedem der beiden Bänder verwendet werden [SZ98]. Die
effektive-Masse-Theorie führt dann auf gekoppelte Gleichungen für beide
Einhüllende. Es stellt sich heraus, daß die Dispersion durch die Kopplung
der beiden Bänder die Dispersion durch die Krümmung jedes einzelnen Ban-
des dominiert. Auch in diesem Fall können Bragg-Gittersolitonen auftreten
[ZPMW99].

• Wird die Nichtlinearität sogar größer als die Modulationstiefe des periodi-
schen Potentials (ENL > V0), so verändert sich die Bandstruktur dras-
tisch: Am Rand der Brillouinzone tritt eine

”
Schleife“ im Energieband auf

[WDN02, DJPS02]. Dadurch verschwindet der Bereich negativer Krümmung
des niedrigsten Energiebandes.

• In tiefen periodischen Potentialen (V0 � 10Er) sind Atome im niedrigsten
Energieband bereits stark an einzelne Potentialmulden des Gitters gebun-
den. Dennoch können die Atome für schwache Nichtlinearitäten zwischen
den einzelnen Potentialmulden tunneln und die Wellenpakete in den einzel-
nen Potentialmulden haben eine definierte Phasenbeziehung. Anstelle der
Bloch-Theorie bietet sich die

”
tight-binding“ Näherung der Festkörperphysik
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zur Beschreibung des Kondensats an: Das Kondensat wird durch Wellen-
pakete beschrieben, die in den einzelnen Potentialmulden lokalisiert sind
(Wannier-Zustände) und durch eine zeitabhängige Amplitude moduliert
werden. Die Dynamik dieser Amplituden wird durch eine diskrete nicht-
lineare Schrödingergleichung bestimmt, die ebenfalls Solitonen als Lösung
hat [CPT00, TS01, ABD+01, CMJ+02].

• Dominiert die Nichtlinearität in tiefen optischen Gittern die Tunneldyna-
mik, so geht die Kohärenz zwischen benachbarten Potentialmulden verlo-
ren und es kommt es zur Fragmentation des Kondensats (Mott-Isolator-
Übergang) [OTF+01, GME+02]. In diesem Fall kann die Dynamik nicht
mehr im Rahmen einer Molekularfeldnäherung durch eine makroskopische
Wellenfunktion beschrieben werden.

1.5 Numerische Methoden

Zur Auswertung der in Kapitel 4 und 5 vorgestellten Experimente zum Disper-
sionsmanagement wurden zahlreiche numerische Simulationen durchgeführt. Die
dabei verwendeten Methoden wurden mit Hilfe des Programmpakets MATLAB
implementiert und werden hier kurz vorgestellt. Die numerische Integration der
1D Gross-Pitaevskii Gleichung mit periodischem Potential (1.31) ermöglicht zu-
dem eine Überprüfung der Vorhersagen der effektive Masse Theorie aus Ab-
schnitt 1.4.1.

1.5.1 Numerische Bestimmung der Bandstruktur
und der Blochfunktionen

Zunächst werden die Bandstruktur und die Blochfunktionen für Atome in einem
periodischen Potential numerisch bestimmt. Dabei wird von einer Entwicklung
des periodischen Potentials und der Blochfunktionen nach ebenen Wellen Ge-
brauch gemacht [AM01]. Die lineare Schrödingergleichung 1.9 kann dann im Im-
pulsraum gelöst werden. Aus der Bandstruktur lassen sich durch Differentiation
nach dem Quasiimpuls Gruppengeschwindigkeit und effektive Masse bestimmen,
die als Parameter in die effektive-Masse-Theorie eingehen.

Die Entwicklung des periodischen Potentials 1.8 nach ebenen Wellen hat die
Form

V (x) =
∑
K′

VK′eiK′x = VQeiQx + V−Qe−iQx + const. (1.41)

wobei Q = 2kL ein reziproker Gittervektor und VQ = V−Q = V0/4 die reellen Ent-
wicklungskoeffizienten des Potentials sind. Ebenso können die Blochfunktionen
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entwickelt werden:

Φn,k(x) = eikxun,k(x), un,k(x) =
∑
K

ck−Ke−iKx. (1.42)

Dabei wurde verwendet, daß das periodische Potential nur ebene Wellen kop-
pelt, die sich um einen reziproken Gittervektor K = m · Q unterscheiden (m =
0,±1,±2, . . .). Für gegebenen Quasiimpuls k ergibt sich durch Einsetzen der Ent-
wicklungen in 1.9 und Ausnutzen der Orthogonalität der ebenen Wellen folgende
Schrödingergleichung im Impulsraum:

h̄2

2m
(k −K)2 ck−K + VQck−K−Q + V−Qck−K+Q = Eck−K . (1.43)

Dieses Gleichungssystem wird unter Berücksichtigung einer hinreichend großen
Zahl reziproker Gittervektoren numerisch diagonalisiert (für V0 ∼ Er reichen die
typischerweise verwendeten |m| ≤ 15 bei weitem aus) . Dies liefert die Eigen-
vektoren cn,k−K , aus denen sich die Blochfunktionen Φn,k(x) bestimmen lassen.
Die zugehörigen Eigenwerte En entsprechen den Energien En(k) der n niedrig-
sten Bänder beim Quasiimpuls k. Die gesamte Bandstruktur ergibt sich durch
Wiederholen der Prozedur für alle k in der ersten Brillouinzone. Die in Abb. 1.3
gezeigte Bandstruktur wurde auf diese Weise berechnet.

1.5.2 Numerische Integration der Gross-Pitaevskii
Gleichung in einer Dimension

Die Dynamik eines Bose-Einstein Kondensats im periodischen Potential soll nu-
merisch simuliert werden. Dazu muß die Gross-Pitaevskii Gleichung mit periodi-
schem Potential für eine gegebene Anfangswellenfunktion integriert werden.

Die Zeitentwicklung einer quantenmechanischen Wellenfunktion ist durch den
Zeitentwicklungsoperator U(t1, t0) bestimmt [Sak94]:

Ψ(x, t1) = Û(t1, t0)Ψ(x, t0). (1.44)

Für einen zeitunabhängigen Hamiltonoperator ist

U(t1, t0) = exp

[
− i

h̄
Ĥ(t1 − t0)

]
. (1.45)

Zur numerischen Integration wird das Zeitintervall (t1 − t0) in kleine Zeitschrit-
te dt unterteilt: (t1 − t0) = Nsdt. Der infinitesimale Zeitentwicklungsoperator
U(dt) = exp[− i

h̄
Ĥdt] kann nun für jeden Zeitschritt erneut ausgewertet und auf

die Wellenfunktion angewandt werden. Dadurch lassen sich auch zeitabhängige
Probleme integrieren.
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Zur Integration der Gross-Pitaevskii Gleichung wurde eine sog.
”
spektrale

Methode“ verwendet [Hil01, SS86]. Dabei wird der Hamiltonoperator Ĥ in einen
kinetischen Term K(p̂) und einen orts- und zeitabhängigen Term V (x̂, t) zerlegt:

Ĥ = − p̂2

2m︸ ︷︷ ︸
K(p̂)

+ V0 cos2(kLx̂) +
gN

A⊥
|Ψ(x̂, t)|2︸ ︷︷ ︸

V (x̂,t)

. (1.46)

Das Ziel ist nun, K(p̂) im Impulsraum und V (x̂, t) im Ortsraum auszuwerten.
Dazu wird der infinitesimale Zeitentwicklungsoperator aufgeteilt,

U(dt) = e−
i
h̄

Ĥdt ' e−
i
h̄

K(p̂)dt/2e−
i
h̄

V (x̂,t)dte−
i
h̄

K(p̂)dt/2 +O(dt3) (1.47)

wobei ein Fehler in Kauf genommen werden muß, da x̂ und p̂ nicht kommutieren.
Durch das symmetrische Aufteilen der Operatoren wird der Fehler von der Ord-
nung dt2 auf die Ordnung dt3 erniedrigt. Da der kinetische Term im Impulsraum
diagonal ist, kann er leicht mit Hilfe einer Fouriertransformation ausgewertet
werden,

Ψ′(x, t) = e−
i
h̄

K(p̂)dt/2Ψ(x, t) = F−1

[
e−

i
h̄

p2

2m
dt/2F [Ψ(x, t)]

]
, (1.48)

wobei F die Fouriertransformation bezeichnet. Dadurch reduziert sich der Auf-
wand zur Berechnung des kinetischen Terms auf zwei Fouriertransformationen

und eine Multiplikation mit e−
i
h̄

p2

2m
dt/2. Der ortsabhängige Term e−

i
h̄

V (x,t)dtΨ′(x, t)
kann direkt durch Multiplikation im Ortsraum ausgewertet werden. Wird nun
noch die inverse Fouriertransformation am Ende jedes Zeitschritts mit der Fou-
riertransformation am Anfang des nächsten Zeitschritts kombiniert, so ergibt sich
für die volle Simulation der Ns Zeitschritte

Ψ(x, t1) = P̂1/2R̂(t)
[
P̂ R̂(t)

]Ns−1

P̂1/2Ψ(x, t0) (1.49)

wobei

P̂1/2 = F−1e−i p2

2m
dt/2F, (1.50)

P̂ = F−1e−i p2

2m
dtF, (1.51)

R̂(t) = e−
i
h̄

V (x,t)dt. (1.52)

Dabei ist R̂(t) aufgrund der Nichtlinearität für jeden Zeitschritt erneut zu be-
stimmen.

Für die numerische Simulation muß nun noch die Größe des Zeitschritts dt
und der Ortsauflösung dx geeignet gewählt werden. Die Ortsauflösung ist durch
die Periode des Potentials bestimmt: typischerweise wurden 214 Punkte auf 1020
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Perioden des optischen Gitters verteilt. Jede Gitterperiode von 390 nm wird da-
mit durch rund 16 Punkte repräsentiert (dx = 24.3 nm). Der Ortsauflösung dx
entspricht eine Energieskala Emax = h̄2/2m(dx)2. Die Größe des Zeitschritts wur-
de entsprechend zu

dt ∼ 0.1
h̄

Emax

= 0.1
2m(dx)2

h̄
(1.53)

gewählt, typischerweise dt = 200 ns. Für diese Parameter hat sich die hier dar-
gestellte spektrale Methode zur Integration der 1D Gross-Pitaevskii Gleichung
in der Implementierung mit MATLAB als ca. fünf mal schneller und deutlich
stabiler erwiesen als die im Programmpaket mitgelieferten ode-solver basierend
auf Runge-Kutta Verfahren.

Abbildung 1.9 zeigt Ergebnisse einer Simulation mit den oben angegebenen
numerischen Parametern. Die Atomzahl in der Anfangswellenfunktion Ψ(x, t = 0)
wurde so gewählt, daß nach der effektiven Masse Theorie für die Einhüllende
A(x, t) ein Soliton erster Ordnung erwartet wird. Die Simulation wurde in drei
Schritte unterteilt, um den Präparationsprozeß des Kondensats im optischen Git-
ter entsprechend dem experimentellen Vorgehen (siehe Abschnitt 1.2.3 und Ka-
pitel 5) zu simulieren:

1. Im ersten Schritt wird das periodische Potential für 0.8 ms mit einer linearen
Rampe von V0 = 0 auf V0 = Er angeschaltet. Damit wird das Kondensat
im niedrigsten Energieband bei k0 = 0 präpariert.

2. Das periodische Potential wird in 2.4 ms mit einer konstanten Beschleuni-
gung von einer Geschwindigkeit v = 0 auf v = vr = 5.88 mm/s beschleunigt.
Dadurch wird das Kondensat im niedrigsten Band am Rand der Brillouin-
zone (k0 = kL) präpariert.

3. Im dritten Schritt propagiert das Wellenpaket für eine variable Zeit t am
Rand der Brillouinzone.

Abb. 1.9 zeigt, daß das Verhalten des Wellenpakets den Vorhersagen der effektive-
Masse-Theorie entspricht: das Wellenpaket zerfließt nicht, die Einhüllende zeigt
die charakteristische sech-Form eines Solitons 1. Ordnung. Der Präparationsprozeß
stört die Ausbildung des Solitons offenbar nicht, obwohl er mit einer Dauer von
insgesamt 3.2 ms in Abb. 1.9 nur unwesentlich kürzer als die nichtlineare Zeit
tNL = 4.8 ms ist. Um die Propagation des Wellenpakets im Zentrum der Bril-
louinzone zu untersuchen, kann der 2. Schritt weggelassen werden: in diesem Fall
zerfließt das Wellenpaket, da sich Dispersion und Nichtlinearität nicht kompen-
sieren können.

Die Konvergenz der numerischen Simulation wurde getestet, indem die Orts-
auflösung dx nochmals halbiert und dt entsprechend gesenkt wurde. Das Re-
sultat der Simulation ändert sich dadurch nicht. Während die eindimensionale
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a)

b)

c)

d)

Abbildung 1.9 : Ergebnis der numerischen Integration der 1D Gross-Pitaevskii Glei-
chung mit periodischem Potential für V0 = Er, ω⊥ = 2π × 100 Hz und ein sech-
Anfangswellenpaket mit x0 = 5 µm und N = 195 Atomen. Die x-Koordinate ist je-
weils im Bezugssystem des periodischen Potentials angegeben. (a) Wellenpaket nach
t = 9.3 tsol = 71 ms Propagation mit einem Quasiimpuls am Rand der Brillouinzone
(k0 = kL). (b) Einhüllende des Wellenpakets aus (a) für t = 0 (durchgezogen) und
für t = 71 ms (gepunktet). Die Einhüllende wurde durch Mittelung des Wellenpakets
über eine Periode des Potentials bestimmt. Das Wellenpaket zerfließt nicht (Soliton
1. Ordnung), die Einhüllende stimmt mit der Vorhersage der effektive-Masse-Theorie
aus Abschnitt 1.4.1 hervorragend überein. (c) Dasselbe Anfangswellenpaket wie in (a),
jedoch nach t = tD = 71 ms Propagation mit k0 = 0 (man beachte die andere Skalie-
rung der Achsen im Vergleich zu (a)). (d) Die Einhüllende des Wellenpakets aus (c) für
t = 0 (durchgezogen) und für t = 71 ms (gepunktet). Das Wellenpaket zerfließt, da im
Zentrum der Brillouinzone meff > 0 ist und somit kein helles Soliton entstehen kann.



28 KAPITEL 1. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Simulation durch die explizite Modellierung des periodischen Potentials die An-
wendbarkeit der effektive-Masse-Näherung testen kann, setzt sie nach wie vor
die Eindimensionalität der Propagation der Atome im Wellenleiter voraus. Die
Annahme, daß keine transversalen Anregungen entstehen, kann nur durch eine
zwei- oder dreidimensionale Simulation überprüft werden. Eine zweidimensionale
Simulation wurde in einer Arbeitsgruppe der theoretischen Physik in Konstanz
durchgeführt [Hil01]. Auch in der zweidimensionalen Simulation wurden Solito-
nen beobachtet, solange die Bedingung 1.30 für den transversalen Einschluß der
Atome erfüllt ist.

1.6 Optische Potentiale für Materiewellen

Der Wellenleiter und das periodische Potential für die Atome werden im Experi-
ment durch Laserstrahlen realisiert, deren Frequenz ωL weit von einer Resonanz
ω0 im Spektrum der 87Rb Atome verstimmt ist. Aufgrund der großen Verstim-
mung ∆ = ωL − ω0 kann die spontane Streuung von Photonen durch die Atome
vernachlässigt werden. Durch die Kopplung der atomaren Dipolmomente d an
das elektrische Feld des Lasers E(r) entsteht dann ein nahezu konservatives Di-
polpotential für die Atome [Mv99].

Im folgenden betrachten wir den Grenzfall |∆| � ΩR und |∆| � Γ, wobei

ΩR(r) =
d · E(r)

h̄
(1.54)

die Rabifrequenz für den betrachteten Übergang und Γ die natürliche Linien-
breite des angeregten Zustands ist. Das durch den Laserstrahl hervorgerufene
Dipolpotential für Atome im Grundzustand ist dann

V (r) =
h̄ |ΩR(r)|2

4∆
. (1.55)

Für ein zwei-Niveau System ist das Betragsquadrat der Rabifrequenz

|ΩR(r)|2 =
Γ2I(r)

2Isat

(1.56)

mit der Intensität I(r) des Laserstrahls und der Sättigungsintensität Isat ver-
knüpft. Für ein Atom mit Hyperfeinstruktur wie 87Rb muß dieser Ausdruck noch
durch die Clebsch-Gordan Koeffizienten (CG) für den betrachteten Übergang kor-
rigiert werden (siehe z.B. [Mv99], einige spektroskopische Daten von 87Rb finden
sich im Anhang und in Abb. 2.2).

Wir berechnen nun Formeln für die Dipolpotentiale des atomaren Wellenlei-
ters und des periodischen Potentials. Zahlenwerte werden in Kapitel 2 angegeben.
Dabei betrachten wir 87Rb Atome im Grundzustand in einem starken äußeren
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Magnetfeld (im Experiment durch das Bias-Feld realisiert, siehe Abschnitt 2.1.4),
d.h. durch die Dipolpotentiale werden keine Ramanübergänge zwischen magne-
tischen Unterzuständen induziert. Die Laserstrahlen sind linear polarisiert und
die Verstimmung ∆ � EHFS ist sehr viel größer als die Hyperfeinaufspaltung
EHFS der beteiligten Zustände. In diesem Fall ist das Dipolpotential für alle
magnetischen Unterzustände nahezu identisch und unabhängig von der Polarisa-
tionsrichtung des Lasers. Die Frequenz der Laserstrahlen liegt in der Nähe der
D1- und D2-Linien von 87Rb mit den Frequenzen ω1,2, andere Linien werden nicht
berücksichtigt.

1.6.1 Der Wellenleiter für Atome

Der Wellenleiter wird durch einen fokussierten gaußschen Laserstrahl [ST91] mit
Wellenzahl kD und der ortsabhängigen Intensität

I(r) =
Imax

1 + (x/xR)2
exp

[
−2

y2 + z2

w(x)2

]
, w(x) = wD

√
1 + (x/xR)2 (1.57)

erzeugt. Dabei ist wD ' 60 µm die Strahltaille, xR = kD

2
w2

D die Rayleigh-Länge,
und die maximale Intensität ist durch Imax = 2P

πw2
D

mit der Leistung P des Strahls

verknüpft. Das Dipolpotential hat dann unter Berücksichtigung der D2-Linie und
der um einen Faktor 1

2
schwächeren D1-Linie die Form

VD(r) =
VD

1 + (x/x0)2
exp

[
−2

y2 + z2

w(x)2

]
, VD =

h̄Γ2Imax

8Isat

· 2

3

(
1

∆2

+
1

2∆1

)
.

(1.58)
Dabei ist ∆i = ωD − ωi die Verstimmung des Lasers gegenüber der Di-Linie, die
Clebsch-Gordan Koeffizienten der beteiligten Übergänge steuern einen Faktor∑
|CG|2 = 2

3
bei, und Isat = 1.67 mW/cm2 ist für polarisiertes Licht auf dem

stärksten Übergang zwischen magnetischen Unterzuständen der D2-Linie gegeben
[Mv99].

Für VD < 0 ist das Dipolpotential attraktiv und Atome können im Inten-
sitätsmaximum des gaußschen Strahls gefangen werden. Eine Entwicklung des
Potentials bis zur zweiten Ordnung um den Fokus bei r = 0 führt auf ein harmo-
nisches Potential

V (r) = VD +
1

2
mω2

‖x
2 +

1

2
mω2

⊥
(
y2 + z2

)
(1.59)

mit den Frequenzen

ω⊥ =

√
4|VD|
mw2

D

, ω‖ =

√
8|VD|

mk2
Dw4

D

=

√
2

kDwD

ω⊥. (1.60)

Typischerweise ist kDwD ' 200 und damit ω‖ � ω⊥, d.h. der Laserstrahl schließt
die Atome transversal ein, während die Dynamik in longitudinaler Richtung für
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Propagationszeiten t < ω−1
‖ als frei betrachtet werden kann. Der Wellenleiter

erfüllt also die Anforderungen aus Abschnitt 1.3.3.
Damit die spontane Streuung von Photonen an den Atomen im Wellenleiter

vernachlässigt werden kann, muß für alle relevanten Zeitskalen t des Experiments
die Bedingung t � Γ−1

s gelten. Dabei ist die Photonen-Streurate im Zentrum des
Wellenleiters durch

Γs =
Γ3Imax

8Isat

· 2

3

(
1

∆2
2

+
1

2∆2
1

)
(1.61)

gegeben. Ansonsten würde die atomare Wolke durch den ungerichteten Impuls-
übertrag bei der Streuung von Photonen aufgeheizt, die Kohärenz der Materie-
wellen aus dem Bose-Einstein Kondensat ginge verloren.

1.6.2 Das eindimensionale optische Gitter

Das periodische Potential wird durch zwei entgegengesetzt propagierende Laser-
strahlen derselben Polarisation erzeugt, die mit dem Wellenleiter am Ort der
Atome gut überlappen. Die Strahltaille ws ' 600 µm dieser Strahlen ist sehr
viel größer als die des Wellenleiters, ws � wD. Daher kann die Ortsabhängigkeit
der Intensität dieser Strahlen für Atome im Wellenleiter vernachlässigt werden,
die Strahlen werden durch ebene Wellen approximiert. Wir nehmen weiterhin
an, daß die Laserstrahlen den selben Wellenvektor kL, aber leicht unterschiedli-
che Frequenzen ωa,b besitzen (∆ω = ωb − ωa � ωa,b). Durch die Interferenz der
beiden Strahlen entsteht ein zeitabhängiges Intensitätsmuster der Form

I(x, t) = 4
√

IaIb cos2

(
kLx− ∆ω

2
t

)
, (1.62)

wobei Ia,b die Intensität je eines der Strahlen ist. Interferenzen dieser Strahlen
mit dem Wellenleiter können vernachlässigt werden, wenn die Frequenzen ωa,b

hinreichend verschieden von ωD sind. Das Intensitätsmuster erzeugt ein eindimen-
sionales

”
optisches Gitter“ [JD96, DCT89], d.h. ein periodisches Dipolpotential

V (x) = V0 cos2

(
kLx− ∆ω

2
t

)
, V0 =

h̄Γ2
√

IaIb

2Isat

· 2

3

(
1

∆2

+
1

2∆1

)
, (1.63)

das für ∆ω = 0 genau die in Abschnitt 1.2.1 betrachtete Form hat. Solche op-
tischen Gitter werden in vielen Experimenten der Atomphysik zur Manipulation
von Atomen eingesetzt. Ein großer Vorteil ist dabei, daß nicht nur die Modulati-
onstiefe V0 über die Laserintensität sehr genau eingestellt, sondern das Gitter über
den Frequenzunterschied ∆ω auch bewegt werden kann: Ist ∆ω = const. 6= 0, so
bewegt sich das periodische Potential mit der Geschwindigkeit v = ∆ω/2kL. Eine
lineare Zeitabhängigkeit der Frequenzdifferenz von der Form ∆ω(t) = akLt ent-
spricht einer Beschleunigung des Potentials mit der Beschleunigung a. Auf diese
Weise kann das Gitter relativ zu den Atomen bewegt und der Quasiimpuls k der
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Materiewellen im Bezugssystem des Gitters eingestellt werden: Ein mit der Ge-
schwindigkeit v im Laborsystem bewegtes Gitter entspricht einem Quasiimpuls
k = −mv/h̄ = −∆ω/2vr der Atome im bewegten Bezugssystem des Gitters (vgl.
Abschnitt 1.2.3). Um Atome am Rand der Brillouinzone (k = kL) zu präparieren,
muß die Frequenzdifferenz |∆ω| = 4ωr sein.

Analog zum Wellenleiter ergibt sich die Photonen-Streurate für das optische
Gitter zu

Γs =
Γ3
√

IaIb

2Isat

· 2

3

(
1

∆2
2

+
1

2∆2
1

)
(1.64)

mit ∆i = ωa − ωi.
Mit den in diesem Abschnitt angegebenen Formeln lassen sich alle wichtigen

Parameter der Dipolpotentiale berechnen. Im nächsten Kapitel wird auf die ex-
perimentelle Anordnung zur Erzeugung der Potentiale noch näher eingegangen.
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Kapitel 2

Experimenteller Aufbau

In diesem Kapitel wird ein Überblick über den experimentellen Aufbau gegeben,
mit dem die in den folgenden Kapiteln beschriebenen Experimente zur Bose-
Einstein Kondensation mit 87Rb-Atomen und zum Dispersionsmanagement für
Materiewellen durchgeführt wurden. Bose-Einstein Kondensation in verdünnten
atomaren Gasen erfordert die Kombination mehrerer experimenteller Techniken:
Eine Vakuumkammer dient der Isolation der Atome von der Umwelt, geeignete
Lasersysteme und optische Aufbauten werden für die Laserkühlung der Atome
benötigt und eine Magnetfalle wird bei der Verdampfungskühlung eingesetzt. Die-
ser Teil des Experiments war schon zu großen Teilen aufgebaut, die Magnetfalle
mußte jedoch einmal grundlegend modifiziert werden. Für die Experimente zum
Dispersionsmanagement müssen zusätzlich die Dipolpotentiale zur Manipulation
der Materiewellen bereitgestellt werden. Der dazu benötigte optische Aufbau und
die Radiofrequenz-Elektronik zur präzisen Kontrolle der Dipolpotentiale wurden
im Rahmen dieser Diplomarbeit konzipiert und aufgebaut.

Im folgenden wird zunächst ein Überblick über die Apparatur zur Erzeugung
des 87Rb-BECs gegeben, mit Schwerpunkt auf den zum evaporativen Kühlen
essentiellen Komponenten. Es folgt die experimentelle Anordnung um die Glas-
zelle, in der die Experimente stattfinden. Die verwendeten Laser und optischen
Aufbauten für den atomaren Wellenleiter und das optische Gitter werden im De-
tail beschrieben. Die Radiofrequenz-Elektronik zur Kontrolle von Amplitude und
Phase des optischen Gitters wird vorgestellt. Am Schluß wird auf das Abbildungs-
system eingegangen, mit dessen Hilfe sämtliche experimentellen Daten gewonnen
werden.

2.1 Die Maschine zur Erzeugung des BECs

Am Beginn eines Experiments zur Bose-Einstein Kondensation stehen mehre-
re Stufen der Laserkühlung in einer Vakuumapparatur. Dabei werden im von
uns verwendeten Aufbau bewährte Techniken wie ein atomarer

”
Funnel“ und

33
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eine magneto-optische Falle eingesetzt. Der zweite Teil des Experiments findet in
einer Magnetfalle statt: dort werden die Atome weiter bis zur kritischen Tempe-
ratur evaporativ gekühlt. In unserem Experiment wird die Bose-Einstein Kon-
densation in einer magnetischen TOP-Falle erreicht. Eine solche Apparatur wird
z.B. in [Ens98, Arl00] detailliert beschrieben. Atomarer Funnel und magneto-
optische Falle waren zu Beginn meiner Diplomarbeit bereits in Betrieb. Als
nächster Schritt stand daher das Umladen der Atome in die Magnetfalle und das
Durchführen von Verdampfungskühlung an. Der Stand des Aufbaus zu Beginn
meiner Diplomarbeit ist in [For01] dokumentiert.

2.1.1 Die Vakuumapparatur

Die Vakuumapparatur zur Erzeugung des BECs besteht aus zwei Kammern, die
über eine differentielle Pumpstufe verbunden sind (Abb. 2.1). Der Doppelkam-
meraufbau löst das bei BEC-Experimenten auftretende Problem, daß zum Einfan-
gen möglichst vieler Atome in der Falle ein relativ hoher Rb-Hintergrundgasdruck
nötig ist, während die für evaporatives Kühlen nötige lange Lebensdauer der kal-
ten Atome in der Magnetfalle nur bei sehr niedrigem Druck erreicht werden kann.

In der Funnel-Kammer herrscht bei Betrieb des Experiments ein Druck von
∼ 10−9 mbar, der durch eine 55 l-Ionenpumpe (Varian Vaclon Plus 55) aufrecht-
erhalten wird. Hier wird mit 87Rb-Atomen aus dem Hintergrundgas in einem
atomaren Trichter (

”
Funnel“) ein kalter Atomstrahl erzeugt. Als Rb-Quelle die-

nen sog.
”
Dispenser“, in denen das Rubidium in Form von Rubidiumchromat

chemisch gebunden ist. Über den Strom durch die Dispenser kann die Rate kon-
trolliert werden, mit der gasförmiges Rb freigesetzt wird. Der atomare Funnel
erzeugt einen nahezu horizontal verlaufenden kalten Atomstrahl, in dem die Ato-
me in die MOT-Kammer transportiert werden. Als differentielle Pumpstufe dient
dabei ein kleines Loch mit Durchmesser 1 mm, durch das die Atome hindurch-
treten.

In der MOT-Kammer herrscht ein Druck von ∼ 10−11 mbar. An der Kammer
befindet sich in einer 150 l-Ionenpumpe (Varian Vaclon Plus 155) noch zusätzlich
ein Titansublimator. An die Kammer ist eine Glaszelle (Fa. Optiglas) mit Innen-
durchmessern 3 × 3 × 8 cm und einer Wandstärke von 4 mm angeflanscht. Die
Glaszelle bietet guten optischen Zugang aus fünf Raumrichtungen. In ihr finden
sämtliche Experimente statt. Zunächst werden hier die Atome aus dem kalten
Atomstrahl in einer magneto-optischen Falle (MOT) gefangen und gekühlt.

2.1.2 Das Lasersystem

Im Experiment werden vier verschiedene Lasersysteme verwendet. Ein Überblick
über die generierten Wellenlängen bietet Abb. 2.2.
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Abbildung 2.1 : Übersicht über die Vakuumapparatur. Die Funnel-Kammer
(∼ 10−9 mbar) und die MOT-Kammer (∼ 10−11 mbar) sind über einen Metallschlauch
(”bellow“) verbunden. Die Atome werden in einem kalten Atomstrahl aus dem Funnel in
die 3D-MOT transportiert. Die Experimente finden in der Glaszelle statt. Gezeigt sind
auch die Laserstrahlen und Magnetfeldspulen für die 2D+-MOT (atomarer ”Funnel“)
und die 3D-MOT. In der Abbildung nicht gezeigt sind drei Helmholtz-Spulenpaare,
die um die 3D-MOT herum angeordnet sind und dem Ausgleich des Erdmagnetfeldes
dienen. Das Bild wurde freundlicherweise von W. Geithner zur Verfügung gestellt.
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• Ein von einem frequenzverdoppelten Nd:YAG Laser (Coherent Verdi V10,
10 W bei 532 nm) gepumpter Titan-Saphir-Ringlaser mit einer optischen
Ausgangsleistung von 1.4 W (Ti:Sa, Coherent MBR-110) stellt alles im
Experiment benötigte Licht in der Nähe des F = 2 → F ′ = 3-Übergangs der
D2-Linie bei 780 nm zur Verfügung. Dieses wird zum Kühlen und Fangen
der Atome im Funnel und in der MOT sowie für die Absorptionsabbildung
eingesetzt. Der Ti:Sa-Laser wird über seinen internen Referenzresonator
durch dopplerfreie Sättigungsspektroskopie auf den F = 2 → F ′ = 3, 1-
Crossover-Übergang der D2-Linie stabilisiert. Die Linienbreite des Lasers
ist kleiner als die Linienbreite Γ = 2π × 5.76 MHz des 5 2P3/2-Zustands
von 87Rb. In einem früheren Stadium des Experiments wurde statt dieses
Lasersystems ein durch einen Argon-Ionen Laser gepumpter Coherent Ti:Sa
899-21 Ring Laser verwendet.

• Ein gitterstabilisierter Diodenlaser (ECDL1) mit einer Ausgangsleistung
von 15 mW stellt Licht auf dem F = 1 → F ′ = 2-Übergang der D2-Linie
zur Verfügung. Dieses wird im Funnel und in der MOT als Rückpumper-
Licht eingesetzt, um Atome aus dem Zustand F = 1 zurück nach F = 2
und damit in den Kühlübergang zu pumpen. Auch dieser Laser wird durch
Sättigungsspektroskopie stabilisiert, die Frequenz wird mit Hilfe eines Git-
ters in Littrow-Konfiguration geregelt, das durch ein Piezoelement verkippt
werden kann. Die Linienbreite des Lasers ist ebenfalls kleiner als Γ.

• Ein zweiter diodengepumpter Nd:YAG (Spectra-Physics T40-X30-106QW)
erzeugt 8 W Licht bei einer Wellenlänge von 1064 nm. Das Licht dieses weit
von allen Resonanzen verstimmten Lasers wird für den atomaren Wellen-
leiter eingesetzt. Der Laser muß aufgrund der weiten Verstimmung von der
Resonanz nicht stabilisiert werden.

• Ein zweiter gitterstabilisierter Diodenlaser (ECDL2) wird zur Erzeugung
des optischen Gitters verwendet. Dieser Laser liefert je nach eingebauter
Laserdiode typischerweise 60 mW Licht bei einer Wellenlänge zwischen 780
und 785 nm. Auch dieser Laser muß über die Stabilisierung durch das Gitter
hinaus nicht weiter stabilisiert werden. Zeitweilig wurde das Licht für den
Wellenleiter und für das optische Gitter auch von einem Coherent Ti:Sa
899-21 Ring Laser erzeugt, der einige Nanometer rotverstimmt gegenüber
der D2-Linie war.

2.1.3 Der atomare Funnel und die magneto-optische Falle

Das Licht des Ti:Sa-Lasers wird in drei Teile unterschiedlicher Intensität auf-
gespalten: ∼ 800 mW gehen in den Aufbau für den Funnel, ∼ 400 mW in den
Aufbau für die MOT und ∼ 80 mW in die Absorptionsabbildung. Das MOT- und
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Abbildung 2.2 : Termschema von 87Rb und die Wellenlängen der im Experiment
verwendeten Laser. Gezeigt ist die Hyperfeinstruktur der D1 und D2 Linien. Dünne
vertikale Linien bezeichnen die für elektrische Dipolstrahlung erlaubten Übergänge.
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das Funnel-Licht werden je durch einen
”
double-pass“ akusto-optischen Modu-

lator (AOM) zur Kontrolle der Frequenz und zum schnellen Schalten des Lichts
geschickt. Bevor das Licht den experimentellen Aufbau erreicht, wird die Mode
durch eine polarisationserhaltende optische Faser gefiltert, vor der sich ein me-
chanischer Shutter befindet. Durch die Faser wird der optische Aufbau um die
Vakuumkammer von den Lasern abgekoppelt. Dies vereinfacht die tägliche Jus-
tage der optischen Komponenten enorm. Nach den Fasern wird das Licht des
Rückpumpers mit den Strahlen für MOT und Funnel überlappt und zur Vaku-
umkammer geleitet.

Ein atomarer Funnel zur Erzeugung eines kalten Atomstrahls wurde erstmals
in [DSWW98] in einem BEC-Experiment verwendet. Er besteht im wesentlichen
aus einer zweidimensionalen MOT, d.h. transversal wird ein Magnetfeldgradient
von ca. 10 G/cm aufrechterhalten und Atome werden wie in einer MOT mit
Hilfe von zirkular polarisiertem Licht in zwei Dimensionen gekühlt (Abb. 2.3).
Die kalten Atome sammeln sich auf der Symmetrieachse des Funnels an, auf der
das Magnetfeld verschwindet. Auf dieser Achse sorgen zwei sog.

”
push-Strahlen“

dafür, daß die Atome vorzugsweise in Richtung der MOT-Kammer getrieben
werden. Dies wird dadurch erreicht, daß einer der Strahlen von einem unter 63◦

aufgestellten Spiegel reflektiert wird, der in der Mitte ein kleines Loch besitzt (der
Winkel von 63◦ ist durch die Geometrie der Vakuumkammer gegeben). Dadurch
entsteht entlang der Funnel-Achse ein Ungleichgewicht im Strahlungsdruck, der
die Atome durch das Loch treibt (dieses Loch dient gleichzeitig als differentielle
Pumpstufe). Außerhalb dieses Bereichs wirken die push-Strahlen wie eine eindi-
mensionale optische Melasse und tragen ebenfalls zur Kühlung der Atome bei.
Die Intensität der einzelnen Funnel-Strahlen beträgt typischerweise 2 mW/cm2,
die der push-Strahlen 1 mW/cm2. Die Strahlen sind 2.6 Γ = 15.2 MHz vom
F = 2 → F ′ = 3-Übergang der D2-Linie verstimmt. Die Intensitäten der Strahlen
sind unabhängig voneinander einstellbar und werden auf eine maximale Laderate
der 3D-MOT hin optimiert. Die gesamte Leistung in allen Funnel-Laserstrahlen
beträgt ca. 130 mW.

Über eine leicht parabolische Flugbahn erreichen die Atome aus dem Funnel
die 3D-MOT. Der optische Aufbau der MOT entspricht dem in [RPC+87] be-
schriebenen Standardaufbau mit dem kleinen Unterschied, daß die horizontalen
Laserstrahl-Paare aus Platzgründen einen Winkel von nur 50◦ zueinander aufwei-
sen (Abb. 2.3). Für den Betrieb der MOT wird ein Quadrupol-Magnetfeld mit
einem radialen Gradienten von typischerweise 2.76 G/cm angelegt, der von den-
selben Magnetfeldspulen in anti-Helmholtz-Konfiguration erzeugt wird, die auch
für die magnetische TOP-Falle in unserem Experiment verwendet werden (siehe
Abschnitt 2.1.4). Die MOT-Laserstrahlen haben einen Strahldurchmesser von ca.
18 mm, individuell optimierte Intensitäten von typischerweise 7–9 mW/cm2 und
sind 1.4 Γ = 2π × 8 MHz von der Resonanz verstimmt. Die gesamte Leistung in
allen MOT-Laserstrahlen beträgt ca. 50 mW.

Die MOT wird während des Experiments durch zwei Kameras beobachtet



2.1. DIE MASCHINE ZUR ERZEUGUNG DES BECS 39

Funnel-
Strahlen

MOT-Strahlen

push-
Strahlen Spiegel

Funnel 3D-MOT

MOT-
Quadrupol-

Spulen

Atomstrahl

Funnel-
Spulen

Abbildung 2.3 : Schematischer Aufbau von atomarem Funnel und 3D-MOT. Im
Funnel erzeugen zwei anti-Helmholtz Spulenpaare einen Magnetfeldgradienten in zwei
Dimensionen, in der MOT ein anti-Helmholtz Spulenpaar einen dreidimensionalen Gra-
dienten. Gezeigt ist auch der Spiegel mit Loch, durch den die push-Strahlen im Funnel
überlappt werden (siehe Text).

(Abb. 2.6). Die erste Kamera ermöglicht eine qualitative Kontrolle der fehlerfrei-
en Funktion der MOT, z.B. kann ein aus dem Lock gesprungener Laser schnell
entdeckt werden. Die zweite Kamera (PCO

”
PixelFly“) ermöglicht quantitative

Analysen, z.B. die Bestimmung der Atomzahl in der MOT. Um die Atomzahl in
der MOT bei jedem Durchlauf des Experiments schnell kontrollieren zu können,
wird das Floureszenzlicht aus der MOT zusätzlich auf eine Photodiode abgebil-
det. Bei der Justage der MOT werden beide Kameras zusammen eingesetzt, um
die MOT räumlich mit der Magnetfalle zu überlappen.

2.1.4 Die magnetische TOP-Falle und das RF-Messer

Um die für ein Bose-Einstein Kondensat nötigen tiefen Temperaturen und hohen
Dichten zu erzeugen, reichen die Methoden der Laserkühlung nicht aus. Daher
werden die Atome von der MOT in eine Magnetfalle umgeladen, in der sie dann
durch Verdampfungskühlung bis zur Bose-Einstein Kondensation gekühlt wer-
den können. Die Magnetfalle beruht auf der Wechselwirkung des magnetischen
Moments µ der Atome mit einem Magnetfeld B,

U = −µ ·B = mF gF µB|B|, (2.1)

dabei ist µB das Bohrsche Magneton, mF der magnetische Unterzustand und gF

der g-Faktor des Hyperfeinzustands F . Nur Zustände mit mF gF > 0 können in ei-
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nem Potentialminimum magnetisch gefangen werden, da die Maxwell-Gleichungen
kein Maximum des Magnetfelds im freien Raum zulassen. In unserem Experi-
ment werden Atome im F = 2, mF = 2-Grundzustand mit einem magnetischen
Moment |µ| = µB gefangen. Eine mögliche Feldkonfiguration zum Fangen von
Atomen ist das sphärische Quadrupolfeld zweier Spulen in anti-Helmholtz Konfi-
guration. Bewegen sich die Atome in der Falle, so folgt das magnetische Moment
der Magnetfeldrichtung in der Regel adiabatisch und die Atome sind eingeschlos-
sen. Eine Ausnahme ist das Zentrum der Falle, wo das Magnetfeld verschwindet.
Hier können Majorana-Übergänge in nicht gefangene mF -Zustände zu einem Ver-
lust von Atomen aus der Falle führen. Für die langen Evaporationszeiten in einem
BEC-Experiment muß dies vermieden werden.

Unsere Magnetfalle ist eine sog. TOP-Falle (
”
Time-averaged Orbiting Po-

tential“-Falle) [PAEC95], die das Problem der Majorana-Verluste vermeidet: Sie
besteht aus einem zylindersymmetrischen Quadrupolfeld mit radialem Gradien-
ten B′

q, das durch ein in der xy-Ebene rotierendes Bias-Feld B0 ”
ausgeschmiert“

wird. Ist die Rotation des Bias-Feldes schneller als die mechanische Bewegung der
Atome, aber langsamer als die Präzessionsfrequenz der magnetischen Momente
im Magnetfeld, so ergibt sich im zeitlichen Mittel ein harmonisches Potential der
Form

UTOP(r) = µBB0 +
µBB′

q
2

4B0

(
x2 + y2 + 8z2

)
. (2.2)

Das Magnetfeld im Zentrum dieser Falle verschwindet nicht, der Nullpunkt des
instantanen Magnetfeldes rotiert auf einem Kreis mit Radius r0 = B0/B

′
q in der

xy-Ebene, dem
”
circle of death“ (vgl. Abb. 2.4). Dies führt zu einer endlichen

Fallentiefe von UTOP(r0) − UTOP(0) = µBB0/4. Die Falle hat eine oblate Form
mit den Fallenfrequenzen

ωx = ωy =

√
µBB′

q
2

2mB0

= ωz/
√

8. (2.3)

Berücksichtigt man noch den Einfluß der Gravitation auf die Atome in der TOP-
Falle, so ergeben sich folgende Korrekturen: Die Ruhelage der atomaren Wolke
ist um

∆z = −r0

2

ρ√
1− ρ2

, ρ =
mg

2µBB′
q

(2.4)

aus dem Fallenzentrum verschoben. Die Fallenfrequenzen ändern sich ebenfalls:

ω′
x = ω′

y = ωx(1− ρ2)1/4(1 + ρ2)1/2, (2.5)

ω′
z = ω′

x

√
8
1− ρ2

1 + ρ2
. (2.6)

Abb. 2.4 zeigt den schematischen Aufbau der TOP-Falle im Experiment. Das
Quadrupolfeld wird durch Spulen oberhalb und unterhalb der Glaszelle erzeugt.
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Abbildung 2.4 : Aufbau und Funktionsprinzip der TOP-Falle. Im linken Bild ist die
Anordnung der Spulen um die Glaszelle herum gezeigt. Nicht gezeigt sind die Spulen zur
Kompensation des Erdmagnetfelds. Das rechte Bild zeigt das instantane Potential für
die Atome, das auf einer Kreisbahn mit Radius r0 (”circle of death“) in der xy-Ebene
mit der Frequenz 9.8 kHz rotiert.

Die Spulen sind aus Kupferrohr gewickelt, in anti-Helmholtz Konfiguration ge-
schaltet und erzeugen einen radialen Gradienten von bis zu B′

q = 260 G/cm bei
einem Strom von 300 A. Zwischen den Quadrupolspulen befinden sich zwei Bias-
Spulenpaare in Helmholtz-Konfiguration. Sie liefern ein maximales Feld von je
B0 = 80 G bei einem Strom von 100 A. In den Bias-Spulen fließt ein Wechsel-
strom mit einer Frequenz von 9.8 kHz wobei die Ströme in den beiden Spulenpaa-
ren um 90◦ außer Phase sind. Dadurch entsteht das rotierende Magnetfeld in der
xy-Ebene. Um den gesamten Aufbau herum befinden sich noch drei Helmholtz-
Spulenpaare zur Kompensation des Erdmagnetfelds.

Sowohl die Quadrupolspulen als auch die Bias-Spulen sind wassergekühlt und
in Epoxidharz eingegossen. Das Eingießen in Harz war nötig geworden, nachdem
in einem früheren Aufbau thermisch und mechanisch verursachte Schwankun-
gen der Position des Fallenzentrums beobachtet wurden (vgl. Abb. 2.5(a)). Diese
Schwankungen machen das reproduzierbare Umladen des Kondensats aus der
Magnetfalle in den atomaren Wellenleiter unmöglich. Aus diesem Grund mußte
der Aufbau um die Glaszelle herum abgebaut, die Spulen eingegossen und die
Magnetfalle erneut aufgebaut werden. Der Strom für die Quadrupolspulen wird
von einem 300 A/16 V-Netzteil (Agilent 6682A) geliefert. Die Bias-Spulen sind
an einen Audioverstärker (Crest Audio) mit 2 × 5000 W Ausgangsleistung an-
geschlossen. Durch einen Schwingkreis wird der Strom in den Spulen überhöht
und die Impedanz zum Anschluß an den Verstärker reell gemacht. Der Audio-
verstärker wird von einem Funktionsgenerator mit einer Wechselspannung der
Frequenz 9.8 kHz angesteuert.

Zur evaporativen Kühlung wird im Experiment unter anderem Radiofrequenz
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(RF)-Strahlung mit einer Frequenz von 3–6 MHz eingesetzt. Diese wird von je
einer RF-Antenne ober- und unterhalb der Glaszelle abgestrahlt, die aus Kupfer-
draht-Spulen mit je 10 Windungen bestehen. Um genügend RF-Leistung am
Ort der Atome zu erzeugen, müssen die RF-Spulen so nah wie möglich an der
Glaszelle montiert werden, ohne jedoch den optischen Zugang zu den Atome zu
beeinträchtigen. In unserem Experiment befinden sie sich daher innerhalb der
Quadrupolspulen. Die beiden Antennen sind parallel an ein 50 Ω-Koaxialkabel
angeschlossen und werden von einem Funktionsgenerator (Agilent 33250A) über
einen 5 W-Verstärker (Minicircuits ZHL-5W-1) getrieben. Ein Problem bei dieser
Anordnung besteht darin, daß es zu einer starken Kopplung zwischen den RF-
Spulen und den Quadrupolspulen kommt, die auf derselben Achse montiert sind.
Dadurch kommt es bei bestimmten Resonanzfrequenzen zu einer vollständigen
Auslöschung der RF-Leistung am Ort der Atome. Da diese Resonanzen abhängig
von der Induktivität der RF-Antennen sind, konnte durch sorgfältiges Design die
Resonanz außerhalb des Bereichs von 3–6 MHz geschoben werden.

Bestimmung der Fallenfrequenzen und Eichung der Magnetfelder

Für die BEC-Experimente ist eine genaue Kenntnis der Fallenfrequenzen und
daher eine gute Eichung der Magnetfelder notwendig. Das Bias-Feld wurde ge-
eicht, indem die von dem oszillierenden Magnetfeld induzierte Spannung in einer
kleinen Meßspule bekannter Windungszahl und Querschnittsfläche am Ort der
Bias-Spulen gemessen wurde. Mit Hilfe des gemessenen Wertes und der numerisch
bestimmten Feldgeometrie wurde dann das Feld am Ort der Atome bestimmt. Es
ergab sich eine lineare Abhängigkeit des Feldes vom Strom in den Bias-Spulen
von 0.746 G/A in x-Richtung und 0.785 G/A in y-Richtung.

Unter Verwendung der Eichung für das Bias-Feld kann das Quadrupolfeld ge-
eicht werden, indem die vertikale Fallenfrequenz der Magnetfalle direkt gemessen
wird. Dazu wurde zunächst ein BEC in der Magnetfalle erzeugt. Dann wurde
der Strom durch die Quadrupolspulen abrupt geändert. Dadurch ändert sich die
Fallenfrequenz und nach Gl. 2.4 auch die Ruhelage der Atome in der Magnetfal-
le. Dies führt zu einer vertikalen Oszillation des Kondensats in der Magnetfalle.
Die Oszillation wird sukzessive aufgenommen indem Kondensate mit identischen
Parametern erzeugt werden und dabei das Zeitintervall zwischen Anregung der
Schwingung und Abbildung variiert wird. Abb. 2.5(a) zeigt eine Oszillation mit
der Frequenz ωz = 2π×38.7 Hz bei einem Bias-Feld von 40.0 G und einem Strom
von 112 A in den Quadrupolspulen. Dies führt gemäß 2.3 auf einen Magnetfeld-
gradienten B′

q = 95.9 G/cm. Die Korrektur aufgrund der Gravitation beträgt bei
diesen Feldern nur 1 %. Der Zusammenhang zwischen Fallenfrequenz und Strom
durch die Quadrupolspulen ist daher wie zu erwarten linear (Abb. 2.5(b)). Die Di-
polschwingungen des Kondensats in der Magnetfalle liefern zusätzlich zur Fallen-
frequenz auch noch einen Wert für die Ruhelage des Kondensats in Abhängigkeit
vom Quadrupol-Strom (Abb. 2.5(b)). Dies kann nach 2.4 ebenfalls zur Eichung
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a) b)

Abbildung 2.5 : Dipoloszillation des BEC in der Magnetfalle. (a) Vertikale Position
des Kondensats in Abhängigkeit vom Zeitpunkt der Abbildung bei einem Bias-Feld von
40.0 G und einem Strom Iq = 112 A durch die Quadrupolspulen (schwarze Punkte).
Jeder Datenpunkt entspricht einem BEC. Der sinusförmige Fit an die Daten ergibt
eine Fallenfrequenz von ωz = 2π × 38.7 Hz. Gezeigt ist ebenfalls eine Messung, die bei
gleichen Parametern gemacht wurde, bevor die Spulen in Epoxidharz eingegossen waren
(Kreise). Deutlich sind eine langsame Drift und plötzliche Sprünge in der Position der
Atome zu sehen. (b) Fallenfrequenz als Funktion von Iq (schwarze Punkte). Der lineare
Fit entspricht ωz(Iq) = 2π× (0.335 · Iq[A]−1.02) Hz. Ebenfalls gezeigt ist die Ruhelage
des Kondensats als Funktion von Iq (Kreise) mit einem Fit nach Gl. 2.4

der Quadrupolspulen verwendet werden und bestätigt in unserem Fall die Eichung
über die Fallenfrequenzen.

2.1.5 Steuerung des Experiments mit dem Computer

Das gesamte Experiment wird von einem Computer gesteuert. Über eine ana-
loge Ausgabekarte (National Instruments PCI-6713) mit 8 Kanälen werden die
Ströme in der Magnetfalle sowie die Leistung und Frequenz in den verschiede-
nen zur Kontrolle der Laserstrahlen verwendeten AOMs gesteuert. Zwei digitale
Ausgabekarten (National Instruments PCI-6534) mit je 8 Kanälen kontrollieren
die Shutter in den Laserstrahlen und geben Steuersignale an die Funktionsgene-
ratoren für RF-Strahlung und Abbildungs-Laserpulse, den Arbitrary-Waveform-
Generator für die stehende Lichtwelle und die Kamera für die Absorptionsabbil-
dung. Sämtliche Karten werden von einem mit Hilfe des Softwarepakets

”
Lab-

View“ geschriebenen Programms angesteuert.

Ein zweiter Computer nimmt Daten auf. Dazu werden mit Hilfe eines
”
Visual

Basic“-Programms die Absorptionsbilder aus der Kamera ausgelesen. Die Bilder
werden bei laufendem Experiment teilweise analysiert, indem das Profil der ato-
maren Wolke in x- und z-Richtung in einem

”
MATLAB“-Programm mit einer
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gaußförmigen Verteilung gefittet wird. Dies gibt bereits während des Experimen-
tierens wichtige Informationen über die beobachteten atomaren Wolken.

2.2 Überblick über den Gesamtaufbau

Zur Orientierung soll ein Überblick über den Gesamtaufbau des Experiments
gegeben werden. Abb. 2.6 zeigt eine vereinfachte Anordnung der einzelnen Kom-
ponenten auf dem optischen Tisch, die in diesem Kapitel vorgestellt werden.
Links oben befinden sich die Lasersysteme mit großer Ausgangsleistung unter
einer

”
flow box“, die der Staubfilterung dient. Im rechten oberen Teil befinden

sich die Diodenlaser sowie Optik zur Aufbereitung der Laserstrahlen für Dipol-
potentiale, Rückpumper und Abbildung der Atome. Der untere Teil des Expe-
riments mit der Vakuumkammer ist verdunkelt, damit kein störendes Streulicht
zu Verlusten von Atomen aus der Magnetfalle führt. Links unten ist der Auf-
bau des Funnels, rechts unten die Glaszelle mit MOT, Magnetfalle, Dipolfallen
und optischem Gitter dargestellt. Die Graphik gibt den Verlauf der Laserstrah-
len schematisch wieder. Dabei sind zur Unterscheidung die Strahlen, die zu den
Dipolfallen und zum optischen Gitter gehören orange, die restlichen Strahlen
rot gefärbt. Weggelassen wurden optische Elemente wie λ/2- und λ/4-Platten,
Teleskope und Monitor-Photodioden. Ebenso wurde auf die Darstellung der in
vertikaler Richtung propagierenden Strahlen von Funnel und MOT verzichtet.

2.3 Überblick über den Aufbau

um die Glaszelle

Eine Glaszelle dient als
”
Experimentierkammer“ in unserem Experiment. Sie bie-

tet guten optischen Zugang aus fünf Raumrichtungen, der für die große Zahl
von Laserstrahlen für MOT, Abbildung und die Dipolpotentiale auch dringend
gebraucht wird. Die geringen Abmessungen der Glaszelle ermöglichen außerdem
die Montage der Magnetfeldspulen relativ nahe an den Atomen, ohne daß ein
Aufbau innerhalb des Vakuums nötig wäre. Die Anordnung von Magnetfalle und
MOT-Strahlen um die Glaszelle herum ist bereits in den Abb. 2.4 und 2.3 darge-
stellt. In den folgenden Abschnitten soll auf die für das Dispersionsmanagement
nötigen Dipolpotentiale und das Abbildungssystem eingegangen werden. Abb. 2.7
zeigt einen schematischen Überblick über diesen Teil des Experiments.



2.3. ÜBERBLICK ÜBER DEN AUFBAU UM DIE GLASZELLE 45

Abbildung 2.6 : Übersicht über den Gesamtaufbau.
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Abbildung 2.7 : Anordnung von Laserstrahlen für die Dipolpotentiale und das Abbil-
dungssystem um die Glaszelle. Mit ”Dipol1“ ist der fokussierte Laserstrahl bezeichnet,
der als Wellenleiter für Atome dient. Ein zweiter fokussierter Strahl (”Dipol2“) kreuzt
diesen am Ort der Atome. In dieser gekreuzten Dipolfalle können die Atome nach dem
Umladen aus der Magnetfalle gehalten werden. Senkrecht zum Wellenleiter verläuft
der kollimierte Laserstrahl für die Absorptionsabbildung. Das periodische Potential
wird durch die Interferenz zweier kollimierter Strahlen erzeugt, die aus Platzgründen
mit dem Wellenleiter einem Winkel von α = 25◦ bilden. Die Frequenzdifferenz dieser
Strahlen wird durch akusto-optische Modulatoren (AOMs) kontrolliert.
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2.4 Dipolpotentiale zur Manipulation

der Atome

Im diesem Abschnitt wird der Aufbau der für das Dispersionsmanagement nötigen
Dipolpotentiale sowie die RF-Elektronik zu deren Kontrolle vorgestellt. Der Auf-
bau wurde im Laufe dieser Diplomarbeit mehrmals modifiziert. Dies lag vor allem
daran, daß der zum Schluß verwendete Nd:YAG-Laser für den atomaren Wellen-
leiter anfänglich noch nicht verfügbar war. Im folgenden wird der aktuelle Aufbau
beschrieben, in Kapitel 4 wird kurz der frühere Aufbau skizziert.

2.4.1 Der atomare Wellenleiter

Zwei fokussierte Laserstrahlen werden als Dipolfallen im Experiment eingesetzt.
Das Licht hierfür wird von einem Nd:YAG-Laser bei einer Wellenlänge von
1064 nm generiert und in zwei Strahlen variabler Leistung aufgespalten. Je ein
akusto-optischer Modulator kontrolliert die Leistung in den Strahlen. Mit den
AOMs können die Dipolfallen langsam angeschaltet werden, was ein adiabati-
sches Umladen der Atome aus der Magnetfalle erlaubt. Nach den AOMs wird
das Licht zur Modenfilterung durch je eine single-mode Glasfaser geschickt (vgl.
Abb. 2.6 oben).

Der Aufbau nach den Glasfasern ist in Abb. 2.7 gezeigt: Die erste Dipol-
falle (

”
Dipol1“) dient als Wellenleiter für Atome. Dazu wird der aus der Faser

ausgekoppelte Strahl durch eine Linse der Brennweite f = 200 mm auf eine
Strahltaille von wD = 62 ± 3 µm fokussiert. Die angegebene Strahltaille wurde
experimentell bestimmt, indem eine Rasierklinge auf einem Verschiebetisch an
verschiedenen Stellen durch den Strahl gefahren wurde. Die Gesamtleistung im
Wellenleiter wird durch eine Monitor-Photodiode ständig kontrolliert. Sie beträgt
während des Experiments typischerweise P = 685 mW. Dies führt nach Gl. 1.58
und 1.60 auf eine Potentialtiefe von |VD| = 74.3 Er und eine transversale Fallen-
frequenz von ω⊥ = 2π × 184 Hz. Dabei addieren sich die Beiträge von D1- und
D2-Linie zum Dipolpotential, da der Laser gegenüber beiden Linien rotverstimmt
ist (∆i < 0). Die longitudinale Fallenfrequenz ergibt sich zu ω‖ = 2π × 0.68 Hz
und die Photonen-Streurate im Fokus des Laserstrahls zu Γs = 0.15 Hz. Damit
ist sowohl die Photonen-Streurate als auch der durch den Wellenleiter erzeugte
longitudinale Einschluß der Atome vernachlässigbar auf den Zeitskalen des Expe-
riments von t < 200 ms. Im Experiment wurde jedoch eine deutlich höhere longi-
tudinale Fallenfrequenz im Wellenleiter gemessen, was vermutlich auf zusätzliche
magnetische Potentiale zurückzuführen ist (Abschnitt 3.4.1).

Justage der Dipolfalle

Um Atome aus der Magnetfalle in den Wellenleiter umladen zu können, muß der
Fokus der Dipolfalle gut mit der Position der Atome in der Magnetfalle überlappt
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werden. Dazu wird in mehreren Schritten justiert: Zunächst wird Licht in die
Faser der Dipolfalle 1 eingekoppelt, das resonant mit dem geschlossenen F =
2 → F ′ = 3-Übergang der D2-Linie ist. Trifft dieses Licht auf die Atome in der
MOT, werden zahlreiche Photonen gestreut und der Photonenrückstoß treibt die
Atome aus der Falle. Dieser Effekt läßt sich zur groben Justage der Optik nach
der Faser verwenden: gelingt es, mit geringer Intensität des resonanten Lichts die
Atome

”
wegzublasen“, so liegt der Fokus des Laserstrahls bereits in der Nähe des

Fallenzentrums der Magnetfalle. Dann kann Licht des Nd:YAG-Lasers in die Faser
eingekoppelt und die Position der Dipolfalle in y- und z-Richtung mit Hilfe des
letzten Spiegels und der letzten Linse vor der Glaszelle feinjustiert werden. Dabei
wird auf maximale Umladeeffizienz von der Magnet- in die Dipolfalle justiert.
Mit dieser Methode kann die transversale Position des Wellenleiters auf wenige
Mikrometer genau justiert werden. Die Position in vertikaler Richtung kann dabei
mit Hilfe des Abbildungssystems während der Justage einfach kontrolliert werden.

Um den Quasiimpuls der Atome im optischen Gitter experimentell kontrol-
lieren zu können, dürfen die Atome in dem Wellenleiter nicht ungewollt in eine
Richtung beschleunigt werden. Daher muß der Dipolstrahl 1 genau horizontal und
die Atome auch längs des Wellenleiters (x-Richtung) genau im Fokus des Strahls
sein. Um dies zu erreichen kann die letzte Linse vor der Glaszelle mit Hilfe eines
Verschiebetisches in x-Richtung verschoben werden, bis die Atome im Wellenlei-
ter nicht mehr beschleunigt werden. Bei dieser Justage in Längsrichtung läßt sich
jedoch nicht genau feststellen, ob nicht die Kräfte aufgrund einer leichte Verkip-
pung des Wellenleiters aus der Horizontalen durch ein Verschieben der Atome
aus dem Fokus heraus kompensiert wurden. In diesem Fall hat der Wellenlei-
ter aufgrund der Abhängigkeiten VD(x) und wD(x) eine geringere Fallenfrequenz
ω⊥ als berechnet. Außerdem erschwert ein zusätzlich noch vorhandenes magne-
tisches Potential die Justage (Abschnitt 3.4.1). Die Genauigkeit bei der Justage
des Fokus in x-Richtung liegt im Bereich einiger Millimeter, vergleichbar mit der
Rayleigh-Länge des Laserstrahls.

Messung der transversalen Fallenfrequenz des Wellenleiters

Die transversale Fallenfrequenz des Wellenleiters ist ein wesentlicher Parameter
in den Experimenten zum Dispersionsmanagement. Sie wird experimentell be-
stimmt, indem transversale Schwingungen der Atome im Wellenleiter angeregt
werden. Dazu wird zunächst ein BEC in der Magnetfalle erzeugt und der Wel-
lenleiter adiabatisch eingeschaltet. Das Kondensat befindet sich damit in seiner
Ruhelage im kombinierten Potential aus Magnet- und Dipolfalle sowie der Gravi-
tation. Dann wird die Magnetfalle plötzlich ausgeschaltet. Durch das Ausschalten
der Magnetfalle verschiebt sich die Ruhelage der Atome im Wellenleiter plötzlich,
und das Kondensat beginnt in vertikaler Richtung zu oszillieren. Abb. 2.8 zeigt
eine solche Oszillation, die analog zur Oszillation des Kondensats in der Magnet-
falle aufgenommen wurde.
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Abbildung 2.8 : Transversale Oszillation der Atome im Wellenleiter bei einer Lei-
stung von P = 685 mW im Laserstrahl. Der Fit an die Daten entspricht einer expo-
nentiell gedämpften Schwingung mit einer Frequenz ω⊥ = 2π × 130 ± 2 Hz und einer
Zeitkonstante τ = 42 ± 3 ms für die Dämpfung. Die Meßpunkte streuen etwas, da
die Magnetfalle beim Ausschalten von Schuß zu Schuß unterschiedliche Kräfte auf die
Atome ausübt (vgl. Abschnitt 2.4.2).

Die gemessene Fallenfrequenz von ω⊥ = 2π × 130 ± 2 Hz stimmt nicht mit
der für die experimentellen Parameter berechneten Fallenfrequenz von 184 Hz
überein. Auch die Berücksichtigung des Gravitationspotentials bei der Berech-
nung der Fallenfrequenz führt auf ω⊥ = 2π × 176 Hz und kann die Abweichung
nicht erklären, ebensowenig die experimentelle Ungenauigkeit in der Bestimmung
der Strahltaille. Die Ursache ist vermutlich, daß sich das Kondensat entlang
des Wellenleiters nicht genau im Fokus des Laserstrahls befindet. Ein Abstand
x = 0.65 xR = 7 mm der Atome vom Fokus kann die beobachtete Fallenfrequenz
erklären. Ein Justagefehler in dieser Größenordnung ist leicht vorstellbar, da die
genaue x-Position des Fokus in der Glaszelle nicht bestimmt werden kann.

Ebenfalls auffällig an Abb. 2.8 ist, daß die Schwingung in der Dipolfalle re-
lativ stark gedämpft ist. Die Dämpfung deutet auf einen substantiellen Anteil
thermischer Atome hin. Eventuell wird das Kondensat beim Umladen in die Di-
polfalle aufgeheizt. In einer optimierten experimentellen Prozedur wurde daher
nach Abschluß der Experimente für diese Diplomarbeit das Kondensat durch
Verdampfungskühlung direkt in der Dipolfalle erzeugt.

2.4.2 Die zweite Dipolfalle

Die zweite Dipolfalle (
”
Dipol2“ in Abb. 2.7) dient dazu, die Atome im Wellen-

leiter in x-Richtung zu halten, während die Magnetfalle ausgeschaltet wird. Im
Experiment hatte sich gezeigt, daß beim schnellen Ausschalten des Quadrupol-
Magnetfeldes den Atomen im Wellenleiter ein experimentell unkontrollierbarer
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Impuls von der Größenordnung |pkick | ∼ 0.1 h̄kL übertragen wird. Dadurch ist der
Quasiimpuls der Atome im optischen Gitter nicht mit hinreichender Genauigkeit
einstellbar. Um dieses Problem zu vermeiden, wurde die zweite Dipolfalle aufge-
baut. Sie wird zusammen mit dem Wellenleiter eingeschaltet und ermöglicht ein
langsames Ausschalten der Magnetfalle. Nach Abschalten der Magnetfalle wird
die zweite Dipolfalle mit Hilfe des AOMs in ∼ 1µs abgeschaltet. Dadurch können
die Atome mit vernachlässigbarer Anfangsgeschwindigkeit in den Wellenleiter ge-
laden werden.

Strahltaille und Intensität des Lichts im Fokus der zweiten Dipolfalle sind
von vergleichbarer Größe wie im Fokus des Wellenleiters. Die Dipolfalle 2 muß
mit den Atomen im Fokus des Wellenleiters genau überlappt werden, die Justage
erfolgt analog zur Dipolfalle 1. Durch Änderung der Leistung im Laserstrahl
der zweiten Dipolfalle kann die Größe des Anfangswellenpakets in x-Richtung in
einem Bereich von 10–40 µm eingestellt werden.

In den derzeit laufenden Experimenten hat die zweite Dipolfalle noch eine an-
dere Funktion. Um sicherzustellen, daß das BEC im Grundzustand des Wellenlei-
ters ohne nennenswerten Anteil thermischer Atome präpariert werden kann, wird
die letzte Stufe der Verdampfungskühlung im Potential der beiden gekreuzten
Dipolfallen durchgeführt. Dadurch kondensieren die Atome direkt in den Grund-
zustand des optischen Potentials.

2.4.3 Das periodische Potential

Das periodische Potential für die Atome wird durch eine rotverstimmte stehende
Lichtwelle erzeugt. Zwei in entgegengesetzter Richtung propagierende Laserstrah-
len derselben linearen Polarisation erzeugen die Stehwelle am Ort der Atome.
Das Licht hierfür wird von einem Diodenlaser erzeugt (ECDL2, vgl. Abb. 2.6
rechts oben) und durch eine single-mode Glasfaser gefiltert. Vor der Glasfaser
befindet sich noch ein mechanischer Shutter. Die Wellenlänge des Lichts kann
im Bereich von 780 − 785 nm variiert werden. Im folgenden wird mit einer
Wellenlänge von λ = 780.743 nm gerechnet, dies entspricht einer Verstimmung
∆2 = −2π × 2.45× 1011 Hz von der D2-Line und ∆1 = 2π × 6.88× 1012 Hz von
der D1-Line. Der Beitrag der D1-Line zum Dipolpotential kann also gegenüber
der D2-Linie vernachlässigt werden.

Nach der Glasfaser wird das Licht in zwei kollimierte Strahlen vergleichbarer
Leistung aufgespalten, die durch je einen AOM geschickt und am Ort der Atome
miteinander überlappt werden (Abb. 2.7). Die AOMs dienen hier nicht nur der
Kontrolle der Intensität in den Strahlen, mit ihnen kann auch die Frequenzdiffe-
renz ∆ω zwischen den Strahlen eingestellt werden. Die AOMs werden durch die
in Abschnitt 2.4.4 vorgestellte RF-Elektronik angesteuert.

Die Laserstrahlen des optischen Gitters haben Strahltaillen wa = 590 µm für
den vorderen und wb = 650 µm für den hinteren Strahl, d.h. sehr viel größer
als die Strahltaille des atomaren Wellenleiters. Daher kann die Intensität der
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Strahlen über die gesamte Ausdehnung der atomaren Wellenpakete als konstant
angenommen werden. Typische Leistungen in den Strahlen sind Pa = 0.90 mW
und Pb = 1.05 mW. Dies führt auf Intensitäten Ia = 166 mW/cm2 und Ib =
100 mW/cm2. Dabei wurde berücksichtigt, daß der hintere Strahl unter dem
relativ kleinen Winkel von α = 25◦ auf die Oberfläche der Glaszelle fällt. Eine
Messung ergab, daß nur 65 % der einfallenden Leistung transmittiert werden, der
Rest wird an der Glaszelle reflektiert.

Das periodische Potential bildet einen Winkel von α = 25◦ mit dem Wellen-
leiter, wie aus Abb. 2.7 zu ersehen ist. Dies ist durch den verfügbaren optischen
Zugang zur Glaszelle bedingt. Der Winkel zwischen optischem Gitter und Wellen-
leiter führt dazu, daß die Periodizität R des Potentials entlang des Wellenleiters
um einen Faktor 1/ cos α = 1.10 erhöht ist. Daher müssen alle mit der Periodizität
des Gitters verknüpften Größen reskaliert werden:

Rα = R/ cos α = 429 nm, (2.7)

kα
L = kL cos α = 7.33× 106 m−1, (2.8)

Eα
r = Er cos2 α = 0.82 Er = 2.05× 10−30 J, (2.9)

ωα
r = ωr cos2 α = 2π × 3098 Hz, (2.10)

vα
r = vr cos α = 5.33 mm/s. (2.11)

(2.12)

Mit den in diesem Abschnitt angegebenen Zahlenwerten ergibt Gl. 1.63 eine
Modulationstiefe des periodischen Potentials von V0 = 2.31× 10−31 J = 1.12 Eα

r .
Die Photonen-Streurate ist Γs = 0.51 Hz und damit auf den Zeitskalen des Ex-
periments vernachlässigbar.

2.4.4 RF-Elektronik zur Kontrolle des
periodischen Potentials

Um die Atome im periodischen Potential bei variablem Quasiimpuls präparieren
zu können, müssen Amplitude und Phase der Stehwelle kontrolliert werden (vgl.
Abschnitte 1.2.3 und 1.6.2). Dies geschieht mit Hilfe der AOMs in den beiden
Laserstrahlen, die die Stehwelle bilden. Die AOMs werden durch die in Abb. 2.9
gezeigte RF-Elektronik angesteuert: Ein VCO (Voltage Controlled Oscillator) er-
zeugt ein sinusförmiges Signal bei einer Frequenz von 100 MHz. Das Signal wird
durch einen Power Splitter (Mini-Circuits ZSC-2-1) in zwei Kanäle für die beiden
AOMs aufgespalten. In jedem Kanal mischt ein Frequenzmischer (Mini-Circuits
ZAD-1) das 100 MHz-Signal mit dem Ausgangssignal eines Arbitrary Waveform
Generators (Tektronix AWG 420) bei einer Frequenz von 10 MHz. Der AWG wird
zur Kontrolle der Amplitude und der Frequenz der beiden Kanäle eingesetzt, sei-
ne Funktionsweise wird weiter unten detailliert besprochen. Nach dem Mischer
enthält das Signal zahlreiche Frequenzkomponenten im Abstand von 10 MHz.
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Abbildung 2.9 : RF-Elektronik zur Kontrolle der Stehwellen-AOMs (siehe Text).

Ein selbst gebauter RF-Filter (s.u.) extrahiert die 110 MHz-Komponente des
Signals. Diese wird durch zwei RF-Verstärker (Mini-Circuits ZFL-500HLN und
Mini-Circuits ZHL-1A) auf eine Leistung von 1 W verstärkt. Mit den beiden
Kanälen werden direkt die beiden akusto-optischen Modulatoren (Crystal Tech-
nology 3110-125, 110 MHz) getrieben.

Der Arbitrary Waveform Generator

Herzstück der RF-Elektronik ist der Arbitrary Waveform Generator (AWG). Ein
AWG spielt sog.

”
Waveforms“ ab: Eine Waveform ist eine digitale Liste von Span-

nungswerten in einem Waveform-Speicher, die mit der Samplingfrequenz fs des
AWG ausgegeben wird. Das digitale Ausgangssignal kann dann noch durch ana-
loge Filter geglättet werden (Abb. 2.10(a)). Im Gegensatz zu einem Funktions-
generator lassen sich auf diese Weise die Ausgangsspannungen der Kanäle zu
jedem Zeitpunkt direkt programmieren und es können beliebige Ausgabefunk-
tionen realisiert werden. In unserem Experiment wird immer eine sinusförmige
Ausgabefunktion programmiert. Der AWG ermöglicht dabei die vollständige Kon-
trolle über Amplitude und Phase der beiden Ausgangskanäle, es können beliebige
Frequenz- und Amplitudenrampen programmiert werden.

Der Tektronix AWG 420 hat zwei Kanäle mit einer Samplingfrequenz von bis
zu fs = 200 MS/s, dies entspricht einer Zeitauflösung von ∆t = f−1

s = 5 ns. Die
vertikale Auflösung beträgt 16 bit bei einer Ausgangsspannung von 1 Vpp. Beide
Kanäle können Waveforms von bis zu 4 Millionen Punkten Länge abspielen. Die
maximale analoge Ausgabefrequenz fmax des AWG ist durch das Nyquist Samp-
ling Theorem zu fmax = fs/2 gegeben. Bei der maximalen Frequenz wird eine
Periode des Sinus nur durch zwei digitale Punkte repräsentiert. Wir betreiben
den AWG typischerweise bei fs = 123.92 MS/s. Werden in den Waveforms ca.
12 Punkte auf eine Periode des Sinus verwendet, entspricht dies einer Ausgabe-
frequenz fout ' 10 MHz. Damit Waveforms mehrere Male hintereinander ohne
Phasensprung in der Ausgabefunktion abgespielt werden können, ist auf peri-
odische Randbedingungen zu achten, d.h. es muß eine ganze Zahl von Perioden
des Sinus in jeder Waveform programmiert sein. Die genaue Ausgabefrequenz
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: :

: :

Abbildung 2.10 : Waveform und Sequenz des AWG 420. (a) Eine Waveform enthält
diskrete Spannungswerte, die mit der Samplingrate fs ausgegeben werden (Stufen).
Das Ausgangssignal wird durch einen internen Filter geglättet (durchgezogene Linie).
(b) In einer Sequenz werden verschiedene Waveforms auf den beiden Kanälen hinter-
einander abgespielt. Die letzte Waveform wird im dargestellten Beispiel bis zum Ende
des Experiments wiederholt.

des AWG ist dann von der Länge der Waveform (d.h. der Zahl Zp der digitalen
Punkte im Waveform-Speicher) und der Anzahl der Perioden des Sinus P in der
Waveform bestimmt:

fout = fs
P

Zp

. (2.13)

Waveforms für die beiden Kanäle des AWG lassen sich in Sequenzen zusam-
menfassen. Dabei ist zu beachten, daß die Länge der Waveforms in den beiden
Kanälen gleich sein muß. Abb. 2.10(b) zeigt als Beispiel eine Sequenz, wie sie
im Experiment verwendet wird. Zunächst wird auf beiden Kanälen eine lineare
Amplitudenrampe von 0.8 ms Dauer bei der Frequenz f1 = 9.8829264 MHz aus-
gegeben. Im nächsten Schritt wird die Frequenz in Kanal 1 innerhalb von 2.4 ms
von f1 nach f2 um f2 − f1 = 12392 Hz linear hochgerampt, in Kanal 2 wird
die Frequenz unterdessen konstant auf f1 gehalten. Am Schluß der Sequenz wer-
den Waveforms der Frequenzen f2 in Kanal 1 und f1 in Kanal 2 bei konstanter
Amplitude ausgegeben. Die letzten Waveforms werden so lange wiederholt, bis
das Experiment zu Ende ist. Mit dieser Sequenz kann das Kondensat wie in den
Abschnitten 1.2.3 und 1.6.2 diskutiert am Rand der Brillouinzone bei k = kL

präpariert werden. Andere Werte für den Quasiimpuls k lassen sich durch ent-
sprechende Wahl von f2 realisieren. Sowohl Waveforms als auch Sequenzen wer-
den mit MATLAB programmiert und als Dateien auf den AWG überspielt. Das
Abspielen der Sequenzen wird durch einen Trigger vom Steuerungscomputer des
Experiments an den AWG synchron mit dem Abschalten der zweiten Dipolfalle
(bzw. der Magnetfalle) gestartet.

Für die Präparation der Atome ist es wichtig, daß der Frequenzunterschied
∆ω = 2π × (f2 − f1) der beiden Laserstrahlen der Stehwelle mit hinreichend
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großer Auflösung eingestellt werden kann. Um Atome am Rand der Brillouin-
zone zu präparieren, müssen sich die Frequenzen der beiden Laserstrahlen um
∆ω = 4 ωα

r = 2π × 12392 Hz unterscheiden. Die Länge der Waveforms defi-
niert aufgrund der periodischen Randbedingungen eine Frequenzauflösung ∆f =
fs/Zp, analog zum freien Spektralbereich eines Resonators. Für Zp = 106 und die
oben angegebene Samplingfrequenz ergibt sich ∆f = 123.92 Hz. Daher kann der
Bereich zwischen Zentrum und Rand der Brillouinzone bei fester Samplingfre-
quenz in 100 mögliche Quasiimpulswerte unterteilt werden. Der genaue Wert des
Quasiimpulses wird dabei über die Zahl der Perioden P des Sinus in der Wave-
form eingestellt. Eine feinere Auflösung ist durch Ändern der Samplingfrequenz
möglich. Diese Überlegungen beziehen sich nur auf den Frequenzunterschied am
Ende der Präparation. Während der Frequenzrampe zur Beschleunigung des op-
tischen Gitters ändert sich ∆ω kontinuierlich.

Die RF-Filter

Nachdem das 10 MHz-Signal des AWG mit den 100 MHz aus dem VCO ge-
mischt wurde, müssen alle Komponenten bis auf die 110 MHz-Komponente eli-
miniert werden. Die anderen Komponenten des Signals im Abstand von 10 MHz
würden im AOM ebenfalls zu Beugungsordnungen des Laserstrahls führen, die
mit der gewünschten Komponente interferieren (insbesondere die Komponente
bei 90 MHz muß herausgefiltert werden, da sie gleich stark wie die 110 MHz-
Komponente ist; die 100 MHz-Komponente wird bereits durch den verwendeten
Mischer unterdrückt). Der verwendete Filter muß also ein Passband von wenigen
MHz Breite bei 110 MHz besitzen. Hierzu wurde ein Chebyshev Bandpass-Filter
3. Ordnung konstruiert [HH89]. Abb. 2.11 zeigt den Aufbau des Filters sowie den
gemessenen Frequenzgang. Die Punkte mit 3 dB Abschwächung sind bei 108.5
und 112.25 MHz. Damit ist das Passband schmal genug, um die unerwünschten
Frequenzen zu unterdrücken. Gleichzeitig ist es breit genug, um die gewünschten
Frequenzen in beiden Kanälen des AWG trotz des variablen Frequenzunterschieds
von f2 − f1 < 20 kHz passieren zu lassen. Die verwendeten Spulen bestehen aus
11.5 Windungen Kupferdraht und besitzen eine Induktivität von L = 1.63 µH.
Zum Abgleichen des Filters wurden die Spulen leicht auseinandergezogen oder zu-
sammengedrückt, um die Induktivität einzustellen. Der Filter ist für Anschlüsse
mit einer Impedanz von 50 Ω konzipiert.

2.5 Das Abbildungssystem

In Experimenten mit Bose-Einstein Kondensaten kommt der optischen Abbildung
des Kondensats eine wichtige Rolle zu. Aus mit einer CCD-Kamera aufgenomme-
nen Bildern werden sämtliche Informationen über die kalten Atome (Temperatur,
Atomzahl, Dichteverteilung der Atome) gewonnen. In den letzten Jahren wurde
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Abbildung 2.11 : Chebyshev Bandpass-Filter 3. Ordnung zur Aufbereitung des RF-
Signals für die AOMs der Stehwelle. (a) Schaltbild. Der Bandpass 3. Ordnung hätte
normalerweise noch eine Induktivität von 3.42 nH parallel zur Kapazität von 610 pF.
Es stellte sich heraus, daß der Filter ohne diese besser abzugleichen ist. (b) Gemessener
Frequenzgang des Filters. Das Passband zwischen den −3 dB-Punkten ist 3.75 MHz
breit. Das Signal wird bei der Resonanzfrequenz von 110.5 MHz auf einen Wert von
0.18 Uin abgeschwächt.

eine Reihe unterschiedlicher Abbildungsmethoden entwickelt [KDS99]. In unse-
rem Experiment wird Absorptionsabbildung verwendet, da dieses Verfahren auch
bei kleinen Atomzahlen noch effizient und relativ leicht zu implementieren ist.

2.5.1 Absorptionsabbildung von kalten Atomen

In Abb. 2.7 ist auch das in unserem Experiment verwendete Abbildungssystem
gezeigt. Ein in y-Richtung propagierender kollimierter Laserstrahl beleuchtet die
kalten Atome mit resonantem Licht (F = 2 → F ′ = 3-Übergang der D2-Linie).
Aus der transmittierten Intensitätsverteilung I(x, z) läßt sich Information über
die Dichteverteilung n(x, z) der Atome gewinnen. Dazu wird der

”
Schatten“, den

die Wolke kalter Atome wirft, auf eine CCD-Kamera (Princeton Instruments
NTE/CCD-512TK) abgebildet: Zunächst erzeugen zwei Linsen der Brennweite
f = 80 mm ein 1:1-Bild der Atome. Dieses wird dann mit Hilfe von Mikrosko-
pobjektiven wahlweise um einen Faktor M = 4 oder M = 10 vergrößert und auf
das CCD-Array der Kamera abgebildet. Jeder Pixel des Arrays hat eine Fläche
von 24 µm× 24 µm und

”
sieht“ dann eine Fläche von A = (24 µm× 24 µm)/M2.

Bei jedem experimentellen Durchgang werden drei Bilder aufgenommen: ein
Bild der Intensitätsverteilung Ip(x, z) des Lichts in Anwesenheit der Atome, ein
Referenzbild der Intensitätsverteilung im Laserstrahl Ir(x, z) ohne Atome und ein
Hintergrundbild Ib(x, z), bei dem das CCD-Array durch den Shutter der Kamera
verdunkelt ist. Mit Hilfe der drei Aufnahmen wird zunächst die ortsabhängige
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optische Dichte der Atome

OD(x, z) = − ln

(
Ip(x, z)− Ib(x, z)

Ir(x, z)− Ib(x, z)

)
(2.14)

bestimmt. Auf diese Weise lassen sich Streulicht und stationäre Beugungsmu-
ster im Laserstrahl, die durch die Abbildungsoptik hervorgerufen werden und
sowohl in Ip als auch in Ir an der selben Stelle auftreten, weitgehend herausrech-
nen. Ebenso wird die von Pixel zu Pixel unterschiedliche Hintergrundzählrate
des CCD-Arrays durch Subtrahieren von Ib aus den Bildern eliminiert. Im Lau-
fe des Experiments stellte sich jedoch heraus, daß im Abbildungsstrahl auch
zeitabhängige Beugungsmuster auftreten. Diese werden sowohl durch Vibrationen
der Abbildungsoptik als auch der Glaszelle, durch die der Abbildungsstrahl hin-
durchtritt, hervorgerufen. Diese zeitabhängigen Beugungsmuster können durch
die Aufnahme von Referenzbildern nicht eliminiert werden, da sie in Ip und Ir

an unterschiedlichen Stellen auftreten. Sie limitieren letztlich die Qualität der
aufgenommenen Bilder.

Aus der optischen Dichte wird die Dichteverteilung der Atome bestimmt
[AMH+99, KDS99]

n(x, z) =
NA(x, z)

A
=

1

σs

OD(x, z). (2.15)

Dabei ist NA(x, z) die vom Pixel bei x, y registrierte Atomzahl und

σs =
ΓI0/2Isat

1 + I0/Isat + 4∆2/Γ2
· h̄ωL

I0

(2.16)

der Streuquerschnitt der Atome für Licht der Intensität I0 bei der Frequenz ωL

mit einer Verstimmung ∆ von der Resonanz [Mv99]. Dabei wurde davon ausge-
gangen, daß der Streuquerschnitt σs über die gesamte Ausdehnung der atomaren
Wolke konstant ist. Dazu muß I0/Isat � (1 + 4∆2/Γ2) sein, ansonsten muß die
in der Wolke abfallende Intensität des Abbildungslaserstrahls berücksichtigt wer-
den. Außerdem sollte die Strahltaille wA des Laserstrahls sehr viel größer als die
transversale Ausdehnung der Wolke sein, damit die Dichteverteilung in der ato-
maren Wolke richtig wiedergegeben wird. In unserem Fall ist wA = 1.76 mm,
daher kann I0 als konstant angenommen werden. Die gesamte Atomzahl in der
Wolke ergibt sich durch Aufsummieren der Pixel des CCD-Arrays zu

Nt = A
∑
x,z

n(x, z) (2.17)

oder alternativ aus einem zweidimensionalen Gauß-Fit an die Absorptionsbilder:

Nt =
A

σs

π

2
Cσxσz. (2.18)
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Abbildung 2.12 : Längeneichung des Abbildungssystems mit fallenden Atomen.
Gezeigt ist die Mittenposition der atomaren Wolke in Abhängigkeit von der Zeit nach
dem Fallenlassen. Der parabolische Fit entspricht einer Vergrößerung M = 7.9 des
Abbildungssystems.

Dabei sind C die Amplitude und σx,z die halben e−2-Breiten des Fits. Die Be-
stimmung der Atomzahl ist zum gegenwärtigen Zeitpunkt in unserem Experiment
mit einer relativ hohen Ungenauigkeit behaftet. Wir schätzen den relativen Feh-
ler auf rund 50 % der gemessenen Werte. Ursache sind vor allem Fehler bei der
Messung der Verstimmung ∆ und der Annahme, daß die Intensität I0 in der Wol-
ke nicht abfällt. Zur Zeit wird an einer verläßlicheren Bestimmung der Atomzahl
gearbeitet.

2.5.2 Justage und Eichung der Abbildung

Um aus den Absorptionsabbildungen Information gewinnen zu können, müssen
zahlreiche Parameter der Abbildung geeicht werden.

Längeneichung

Die Vergrößerung M kann bestimmt werden, indem BECs erzeugt, unter Einfluß
der Gravitation fallengelassen und zu unterschiedlichen Zeiten abgebildet werden.
Abb. 2.12 zeigt eine solche Messung.

Aus einem parabolischen Fit an die Daten entnimmt man, daß ein Pixel auf
dem CCD-Array 3.05 ± 0.06 µm entspricht. Dies führt auf eine Vergrößerung
M = 7.9 durch die Abbildungsoptik. Dieser Wert ist kleiner als der angegebe-
ne Vergrößerungsfaktor M = 10 des verwendeten Mikroskopobjektivs, da der
Abstand des Mikroskopobjektivs vom CCD-Array zum Scharfstellen des Absorp-
tionsbildes experimentell eingestellt wurde und nicht genau dem für das Objektiv
(Leica N Plan 10x/0.25-/A 5.8) vorgesehenen Wert entspricht.
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Abbildung 2.13 : Fokussieren der Abbildung. Gezeigt ist die halbe e−2-Breite σz

eines Gauß-Fits in z-Richtung an die atomare Wolke im Wellenleiter als Funktion der
Position des Mikroskopobjektivs (schwarze Punkte). Die Amplitude des Fits (Kreise)
hat ihr Maximum in etwa an der Stelle mit minimalem σz. Dort ist die Abbildung
fokussiert.

Intensitätseichung

Damit für jedes Bild die Intensität I0 und damit der Streuquerschnitt σs auto-
matisch bestimmt werden können, wird einmalig ein Referenzbild bei bekannter
Intensität I1 des Abbildungsstrahls aufgenommen. Die Zahl der vom CCD-Array
bei dieser Leistung insgesamt registrierten Counts ist dann ein Maß für die In-
tensität I1 und kann als Vergleichswert zur Bestimmung der Intensität I0 des
jeweiligen Referenzbildes im Experiment dienen. Im Experiment kann dann die
Leistung im Abbildungsstrahl den jeweiligen Erfordernissen angepaßt werden, oh-
ne jedes mal die Intensität des Strahls neu zu bestimmen. Bei den Experimenten
zum Dispersionsmanagement wird typischerweise mit I0 = 1.5 Isat gearbeitet.

Scharfstellen der Abbildung

Um die Größe der atomaren Wolke zuverlässig bestimmen zu können, muß die
Abbildung scharfgestellt werden. Dazu wird das Mikroskopobjektiv auf einem
Verschiebetisch in y-Richtung verschoben. Die Abbildung ist dann scharfgestellt,
wenn die Breite der abgebildeten Wolke minimal und die gemessene optische
Dichte im Zentrum maximal ist. Breite und maximale optische Dichte der Wolke
werden aus einem Gauß-Fit an die Dichteverteilung bestimmt. Abb. 2.13 zeigt
die Abhängigkeit dieser beiden Größen von der Position des Mikroskopobjek-
tivs. Nach dem Scharfstellen muß dann eine Längeneichung der Abbildung durch-
geführt werden.

Die Justage ist um so genauer, je kleiner die zum Scharfstellen verwendeten
atomaren Wolken sind. Daher wurden in der Regel Kondensate im Wellenleiter
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verwendet, die in z-Richtung sehr schmal sind. Die dem gaußförmigen transver-
salen Grundzustand des Wellenleiters entsprechende Dichteverteilung der Atome
hat bei einer Fallenfrequenz von ω⊥ = 2π× 130 Hz eine halbe e−2-Breite von nur
σz = 1.34 µm. Die gemessene minimale Breite ist mit σz = 9 µm deutlich größer.
Auch eine mögliche Verbreiterung des Grundzustandes durch die repulsive Wech-
selwirkung kann die beobachtete Breite nicht erklären. Daher muß angenommen
werden, daß die gemessene Größe durch die minimale Auflösung unseres Abbil-
dungssystems von ' 9 µm gegeben ist.

Einstellen der Verstimmung des Abbildungslasers

Die Frequenz des Abbildungslaserstrahls muß bei Absorptionsabbildung in der
Nähe der Resonanz stehen. Dadurch werden Beugungseffekte an der atomaren
Wolke minimiert, die bei einem verstimmten Abbildungslaser auftreten, da die
Atome dann auch zu einer Phasenverschiebung des Lichts führen. Die Verstim-
mung des Abbildungslaserstrahls wird experimentell eingestellt, indem die ge-
messene Atomzahl Nt als Funktion der Frequenz des Laserstrahls aufgetragen
wird (dabei wird bei der Bestimmung von Nt aus den Daten immer ∆ = 0 an-
genommen, d.h. die gemessene Atomzahl nicht um die Verstimmung des Lichts
korrigiert). Das Maximum der so bestimmten Atomzahl entspricht dann der Re-
sonanz. Das Magnetfeld am Ort der Atome ist durch das rotierende Bias-Feld
gegeben und beeinflußt die Lage der Resonanz F = 2, mF = 2 → F ′ = 3, m′

F = 3.
Daher muß die Frequenz des Laserstrahls für jeden Wert des Bias-Feldes erneut
eingestellt werden.

Das Abbildungslicht sollte genau σ+-polarisiert sein, damit möglichst viele
Photonen von den Atomen im F = 2, mF = 2-Zustand gestreut werden. Bei Ex-
perimenten in einer TOP-Falle wird auch die Richtung des Magnetfelds am Ort
der Atome durch das rotierende Bias-Feld bestimmt. Daher muß der Abbildungs-
strahl in kurzen Pulsen von 5µs Dauer angeschaltet werden, die mit der Stellung
des Bias-Feldes zu synchronisieren sind.

2.5.3 Time-of-flight Messungen

Bei Experimenten mit ultrakalten Atomen ist es wichtig, eine zuverlässige Metho-
de zur Bestimmung der Impulsverteilung eines Ensembles von Atomen zu besit-
zen. Einerseits erlaubt dies im Falle eines thermischen Ensembles die Bestimmung
der Temperatur, andererseits ist gerade das Auftreten einer nicht-thermischen
Impulsverteilung eine wichtige Signatur der Bose-Einstein-Kondensation.

Bei einem thermischen Ensemble weit oberhalb der kritischen Temperatur
(T � Tc) kann aus der Größe der Wolke in der Magnetfalle auf die Temperatur
geschlossen werden. Aus einem zweidimensionalen Gauß-Fit

OD(x, z) = C exp

[
−2x2

σ2
x

− 2z2

σ2
z

]
(2.19)
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an die optische Dichte OD(x, z) der Atome in der Magnetfalle bei einem Bias-Feld
B0 und einem radialen Gradienten B′

q ergibt sich die Temperatur zu [AMH+99,
KDS99]

3

2
kBT =

µBB′
q
2

16B0

(
2σ2

x + 8σ2
z

)
. (2.20)

Dabei wurde von der Rotationssymmetrie der Falle um die z-Achse Gebrauch
gemacht.

Bei sehr niedrigen Temperaturen in der Nähe von Tc wird die atomare Wolke
in der Magnetfalle so klein und optisch so dicht, daß eine zuverlässige Bestimmung
der Dichteverteilung durch Absorptionsabbildung der Atome in der Magnetfalle
nicht mehr möglich ist. Dann kann zur Bestimmung der Temperatur eine time-of-
flight Messung durchgeführt werden. Dabei wird die Falle plötzlich abgeschaltet,
und die Atome fallen unter dem Einfluß der Gravitation nach unten. Ist die für
das Abschalten benötigte Zeit ∆t sehr viel kleiner als die inverse Fallenfrequenz,
∆t � ω−1, so expandiert die Wolke ballistisch und läßt Rückschlüsse auf die Im-
pulsverteilung der Atome in der Falle zu. Die time-of-flight Methode ist besonders
zuverlässig, wenn die expandierte Wolke sehr viel größer als die Anfangsgröße der
Wolke in der Falle ist. Dann ist die räumliche Verteilung der expandierten Wolke
direkt ein Maß für die Impulsverteilung.

Abb. 2.14 zeigt eine time-of-flight Messung am Beispiel einer thermischen
Wolke. Thermische Ensembles aus einer harmonischen Falle zeigen bei T � Tc

eine gaußförmige Impulsverteilung. Aus den Breiten σx,z(tTOF ) des Gauß-Fits
nach der Fallzeit tTOF läßt sich die Temperatur zu

3

2
kBT =

1

2
m
(
2v2

x + v2
z

)
, v2

i =
σ2

i (tTOF )− σ2
i (0)

4t2TOF

(2.21)

bestimmen. Dabei sind σi(0) die Anfangsbreiten der Wolke in der Falle, die entwe-
der direkt gemessen oder über Gl. 2.20 auf die Temperatur und die Fallenparame-
ter zurückgeführt werden können, wenn das Aspektverhältnis σx = σy =

√
8 σz

der thermischen Wolke in der TOP-Falle als bekannt vorausgesetzt wird. Auf
diese Weise wurde für die Wolke in Abb. 2.14 eine Temperatur von T = 222 nK
bestimmt. Die Expansion der Wolke fand aus einer adiabatisch entspannten Falle
statt, vgl. Abschnitt 3.3. In dieser Falle ist Tc rund eine Größenordnung niedriger
als in den Experimenten zur Bose-Einstein Kondensation aus Kapitel 3. Daher
ist in der Messung aus Abb. 2.14 T � Tc erfüllt. Die Gesamtzahl der Atome
in der Wolke ergibt sich aus Gl. 2.18 zu Nt = 2.5 × 106. Damit kann auf die
Dichteverteilung der thermischen Atome in der Falle zurückgeschlossen werden:

nth(x, y, z) =

(
2

π

)3/2
Nt

σ2
x(0)σz(0)

exp

[
− 2x2

σ2
x(0)

− 2y2

σ2
x(0)

− 2z2

σ2
z(0)

]
. (2.22)

Für Abb. 2.14 ergibt sich nth(0) = 3.0 × 1012 cm−3 als Dichte im Zentrum der
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Abbildung 2.14 : Beispiel für eine Time-of-flight Messung. (a) Absorptionsbild nach
tTOF = 18 ms Fallzeit. Die Farben stehen für die optische Dichte OD(x, z) der Atome.
(b) Schnitt in x-Richtung durch das Absorptionsbild und Gauß-Fit an die Daten. (c)
Schnitt in z-Richtung durch das Absorptionsbild und Gauß-Fit an die Daten. Aus den
Breiten σx = 190 µm und σz = 184 µm der Fits kann die Temperatur der Atome
bestimmt werden.

Verteilung, dies führt auf eine Phasenraumdichte im Zentrum

ρ(0) = n(0)λ3
dB(T ) = 0.19, (2.23)

ca. eine Größenordnung vom kritischen Wert ρc = 2.61 für Bose-Einstein Kon-
densation entfernt.
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Kapitel 3

Der Weg zum Bose-Einstein
Kondensat

Der experimentelle Weg zum Bose-Einstein Kondensat als Quelle nichtlinearer
Materiewellen wird in diesem Kapitel beschrieben. Er kann in mehrere Schritte
unterteilt werden: zunächst muß die Magnetfalle mit Hilfe von Funnel, MOT und
Polarisationsgradientenkühlung mit kalten Atomen geladen werden. Dann wer-
den die Atome in der Magnetfalle evaporativ zum BEC gekühlt. Die Kondensate
werden nachgewiesen, indem der plötzliche Anstieg der optischen Dichte, die bi-
modale Geschwindigkeitsverteilung des atomaren Ensembles und die anisotrope
Expansion des Kondensats beobachtet werden. Zum Schluß wird das Kondensat
in den Wellenleiter umgeladen und die Expansion des BECs in der eindimensio-
nalen Geometrie untersucht. Dabei konnten Dipol- und Quadrupolschwingungen
des atomaren Ensembles beobachtet werden.

3.1 Laden der Magnetfalle

Um einen guten Ausgangspunkt für die Verdampfungskühlung zu schaffen, muß
die Magnetfalle mit möglichst vielen Atome bei möglichst hoher Dichte gela-
den werden. Dafür ist eine große Atomzahl in der MOT unerläßlich. Der Um-
ladeprozeß besteht aus Phasen der Kompression der MOT, Polarisationsgradi-
entenkühlung, optischem Pumpen und

”
mode-matching“ beim Anschalten der

Magnetfalle. Alle Parameter wurden dabei auf hohe Atomzahl und Dichte in der
Magnetfalle hin optimiert. Eine ausführlichere Diskussion der einzelnen Schritte
findet man in [Arl00].

Laden der MOT

Zu Beginn des Experiments wird die MOT in 30 s mit rund 4 × 108 Atomen
geladen. Die Laderate der MOT ist dabei vom Rb-Hintergrundgasdruck und
damit vom Strom durch die Dispenser abhängig, typischerweise werden zwei

63
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Rb-Dispenser mit einem Strom von je 3.0 A betrieben. Experimentelle Parameter
von MOT und Funnel sind in Abschnitt 2.1.3 angegeben, Laderate, Lebensdauer
und andere Größen wurden in [For01] bestimmt. Während des Ladens wird noch
zusätzlich zur üblichen MOT-Konfiguration ein rotierendes Bias-Feld mit 3.0 G
zugeschaltet. Dadurch konnte eine Verdopplung der maximalen Atomzahl in der
MOT erreicht werden, gleichzeitig ist die atomare Wolke wesentlich ausgedehn-
ter. Es stellte sich heraus, daß eine ausgedehnte MOT mit großer Atomzahl einer
auf hohe Dichte hin optimierten MOT als Ausgangspunkt des Experiments vor-
zuziehen sind, da die Dichte auch direkt vor dem Umladen in die Magnetfalle
transient erhöht werden kann.

Kompression

Nach dem Laden wird die MOT komprimiert. Dies erhöht die Dichte der atomaren
Wolke um rund eine Größenordnung. Zur Kompression wird zunächst das Bias-
Feld abgeschaltet. Dann wird das Quadrupolfeld von B′

q = 2.8 G/cm in 50 ms
auf B′

q = 9.6 G/cm linear hochgerampt. Gleichzeitig wird die Verstimmung der
MOT-Laserstrahlen von ∆ = 1.4 Γ auf ∆ = 5.2 Γ erhöht, um dichtelimitierende
Prozesse durch Reabsorption von Photonen in der MOT zu unterdrücken.

Optische Melasse

Um die Temperatur der komprimierten atomaren Wolke zu senken und damit
die Phasenraumdichte zu erhöhen, werden die Atome 9 ms lang durch Polarisa-
tionsgradientenkühlung auf eine Temperatur von T ' 40 µK abgekühlt. Dabei
müssen alle Magnetfelder abgeschaltet werden und die Verstimmung der MOT-
Laserstrahlen wird auf ∆ = 8.9 Γ erhöht. Die Leistung in den Laserstrahlen wird
zu Beginn der Polarisationsgradientenkühlung auf 65 % ihres Ausgangswertes
abgesenkt und dann innerhalb 9 ms auf 20 % heruntergefahren.

Optisches Pumpen

In der Magnetfalle sollen Atome im F = 2, mF = 2-Zustand gefangen werden.
Nach der Polarisationsgradientenkühlung liegen die Atome jedoch in einem Ge-
misch aller mF -Niveaus des F = 2-Zustands vor. Daher müssen die Atome noch
vor dem Anschalten der Magnetfalle durch optisches Pumpen in den mF = 2-
Zustand gebracht werden. Beim optischen Pumpen wird resonantes Licht auf
dem F = 2 → F ′ = 3-Übergang an den Atomen gestreut. Die Photonen haben
σ+-Polarisation und erhöhen damit bei Absorption den Drehimpuls in Quanti-
sierungsrichtung. Gleichzeitig führt der Rückstoß der spontan emittierten Pho-
tonen zu einem Aufheizen des atomaren Ensembles. Um möglichst viele Atome
bei niedriger Temperatur in die Magnetfalle zu laden, muß daher beim optischen
Pumpen ein Kompromiß zwischen maximalem Transfer der atomaren Popula-
tion nach mF = 2 einerseits und niedriger Temperatur andererseits eingegangen
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werden. Da die Photonen-Rückstoßtemperatur Tr = 2 Er/kB auf der D2-Linie
von 87Rb nur 360 nK beträgt und damit sehr viel kleiner ist als die Temperatur
der Atome nach der optischen Melasse, läßt sich eine Polarisation des atomaren
Ensembles ohne großes Aufheizen erreichen.

Im Experiment wird zunächst ein Bias-Feld von B0 = 3 G eingeschaltet, um
eine Quantisierungsachse vorzugeben. Dann wird ein Großteil der Atome durch
fünf resonante Lichtpulse aus dem Abbildungslaserstrahl nach mF = 2 gepumpt.
Die Pulse sind mit dem rotierenden Bias-Feld synchronisiert, haben eine Dauer
von 2.5 µs und eine Intensität von I ' Isat . Intensität und Frequenz des Lichts
werden letztlich auf maximale Umladeeffizienz in die Magnetfalle hin optimiert.

Einschalten der Magnetfalle

Beim Einschalten der Magnetfalle ist auf zwei Dinge zu achten:

1. Die Größe der Falle, die durch den Radius r0 des
”
circle-of-death“ bestimmt

ist, muß ausreichen, um alle Atome aus der kalten Wolke einzufangen. Da
r0 = B0/B

′
q ist, erfordert dies große Bias-Felder und kleine Gradienten.

2. Die Fallenfrequenzen ω ∼ B′
q/
√

B0 müssen der Impulsverteilung und der
Größe der kalten Wolke angepaßt werden. Dadurch wird eine Dichtereduk-
tion oder das Anregen von Oszillationen in der Wolke beim Umladen ver-
mieden.

Sind beide Kriterien erfüllt, so ist die Falle
”
mode-matched“. Experimentell wird

wieder auf maximale Umladeeffizienz und niedrige Temperatur hin optimiert. Wir
legen einen Gradienten von B′

q = 72 G/cm und ein Bias-Feld von B0 = 23 G beim
Einschalten der Magnetfalle an. Dies entspricht einer radialen Fallenfrequenz von
ωx = 2π × 13.5 Hz und einem

”
circle-of-death“-Radius von r0 = 3.2 mm. Mit

diesen Parametern gelingt es, 2 × 108 Atome in die Magnetfalle zu laden, dies
sind etwa 50 % der anfangs in der MOT gefangenen Atome.

3.2 Verdampfungskühlung in der Magnetfalle

Das in der Magnetfalle gefangene Ensemble aus kalten Atomen soll nun durch
Verdampfungskühlung zur Bose-Einstein Kondensation gebracht werden. Evapo-
ratives Kühlen beruht darauf, selektiv heiße Atome aus der Falle zu entfernen.
Die restlichen Atome rethermalisieren durch Stöße bei einer niedrigeren Tempe-
ratur. Evaporation tritt in Fallen endlicher Fallentiefe automatisch auf, da die
heißesten Atome der thermischen Verteilung die Falle verlassen können. Im Ex-
periment wird dieser Prozeß jedoch beschleunigt, indem heiße Atome aktiv aus
der Falle entfernt werden (

”
forced evaporation“). Dabei ist einerseits darauf zu

achten, daß die Evaporation langsam genug erfolgt, damit die verbleibenden Ato-
me rethermalisieren können. Zur Rethermalisierung ist eine hohe Rate elastischer
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Stöße zwischen den Atomen nötig. Andererseits muß der gesamte Evaporations-
prozeß schnell genug sein, um Verluste aufgrund der endlichen Lebensdauer der
Atome in der Falle zu vermeiden. Verluste werden in der TOP-Falle bei hohen
atomaren Dichten vor allem durch inelastische Stöße der Atome in der Falle her-
vorgerufen (Kollisionen mit dem Hintergrundgas sind dagegen bei dem in unse-
rem Experiment vorherrschenden Druck vernachlässigbar). Evaporatives Kühlen
setzt also ein günstiges Verhältnis von

”
guten“ zu

”
schlechten“, d.h. elastischen

zu inelastischen Stößen voraus. Dieses Verhältnis ist bei 87Rb im Vergleich zu an-
deren Elementen sehr günstig, daher wird Rubidium in Experimenten zur Bose-
Einstein Kondensation bevorzugt eingesetzt. Details zur Theorie der Verdamp-
fungskühlung findet man in [Kv96].

In einem harmonischen Potential befinden sich heißere Atome mit höherer
Wahrscheinlichkeit am Rand der Falle als kältere Atome. Verdampfungskühlung
kann also implementiert werden, indem Atome bei hohen potentiellen Energien
am Rand der Falle entfernt werden. Dies kann in der TOP-Falle auf zwei Arten
geschehen:

”
Circle-of-death“-Evaporation

Zum einen besteht die Möglichkeit der
”
circle-of-death“ (COD)-Evaporation. In

einer TOP-Falle rotiert der Nullpunkt des instantanen Magnetfeldes auf einem
Kreis mit Radius r0 = B0/B

′
q in der xy-Ebene (vgl. Abschnitt 2.1.4). Atome

innerhalb des COD sind in der Falle gefangen, auf dem COD führen Majorana-
Übergänge in nicht gefangene mF -Zustände zu einem Verlust von Atomen aus der
Falle. Wird der Radius r0 des COD durch Verkleinerung des Bias-Feldes B0 lang-
sam reduziert, können durch die Majorana-Übergänge selektiv heiße Atome vom
Rand der Falle entfernt werden. Dieser

”
Schnitt“ in die Verteilung der Atome in

der Falle erfolgt dabei nur auf einem Ring in der xy-Ebene. Durch die Reduktion
des Bias-Feldes werden gleichzeitig die Fallenfrequenzen der TOP-Falle erhöht,
dies führt zu höherer Dichte und damit höheren Stoßraten.

Das Bias-Feld kann nicht auf beliebig kleine Werte abgesenkt werden, da
sonst Fluktuationen in den Magnetfeldern die TOP-Falle instabil werden lassen.
Daher wird im Experiment noch eine zweite Methode zur Verdampfungskühlung
eingesetzt:

Radiofrequenz-Evaporation

Die RF-Evaporation beruht darauf, mit Hilfe von Radiofrequenz-Strahlung Über-
gänge in nicht gefangene mF -Zustände zu treiben. Dabei wird ebenfalls die Orts-
abhängigkeit der instantanen Magnetfelder in der TOP-Falle und damit die Orts-
abhängigkeit der Zeeman-Aufspaltung ausgenutzt (Abb. 3.1). Atome am Rand
der TOP-Falle erfahren periodisch höhere Magnetfelder als Atome im Zentrum.
Über die Frequenz der RF-Strahlung kann eingestellt werden, welche Atome in der
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Abbildung 3.1 : RF-Evaporation in der TOP-Falle. Gezeigt ist die Energie der mF -
Zustände im instantanen Magnetfeld der TOP-Falle sowie die Position der atomaren
Wolke. Bei den Magnetfeldern im Experiment ist die Zeeman-Verschiebung der Niveaus
linear. Die durch die RF-Strahlung getriebenen Übergänge entfernen Atome selektiv
vom Rand der Falle.

Falle resonant in andere mF -Zustände überführt werden. Indem die RF-Strahlung
von hohen Frequenzen her kommend langsam verkleinert wird, kann so ebenfalls
von außen in die Wolke der Atome

”
hineingeschnitten“ werden. Die RF-Strahlung

bezeichnet man daher auch als
”
RF-Messer“. Aufgrund der Geometrie der Ma-

gnetfelder und der Verschiebung der Ruhelage der atomaren Wolke in der Falle
durch die Gravitation schneidet das RF-Messer auf einem Ellipsoid in die atoma-
re Wolke. Der Schnitt ist damit höherdimensional als bei der COD-Evaporation.

Damit die RF-Evaporation im rotierenden Bias-Feld effektiv funktioniert, muß
die Rabifrequenz ΩRF = µBBRF /h̄ für die RF-Übergänge sehr viel größer als
die Rotationsfrequenz ωbias = 2π × 9.8 kHz des Bias-Feldes sein. Dies erfordert
ausreichende RF-Leistung am Ort der Atome. Im Experiment ist typischerweise
ΩRF ' 2π × 100 kHz und damit ΩRF � ωbias .

Evaporation in der Dipolfalle

Im aktuellen Stadium des Experiments wird Bose-Einstein Kondensation in der
gekreuzten Dipolfalle erreicht. In der Dipolfalle können COD- und RF-Evaporation
nicht verwendet werden, da alle mF -Zustände im optischen Potential gefangen
werden. Daher wird eine dritte Evaporationstechnik eingesetzt: In der Dipolfalle
können die Atome durch adiabatisches Absenken des Potentials und die damit
einher gehende Reduktion der Fallentiefe evaporativ gekühlt werden [BSC01]. In
unserem Experiment wird dies durch langsame Reduktion der Leistung in den
Dipolfallen-Laserstrahlen erreicht. Im folgenden wird nur auf die Evaporation in
der Magnetfalle näher eingegangen, da diese Technik bei den meisten der in die-
ser Arbeit vorgestellten Messungen verwendet wurde. Lediglich bei einem der in
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Kapitel 5 vorgestellten Experimente wurde Evaporation in der Dipolfalle einge-
setzt (Abschnitt 5.2).

3.2.1 Verdampfungskühlung im Experiment

Nachdem die atomare Wolke in die Magnetfalle geladen wurde, wird die Falle
komprimiert und in zwei Schritten Verdampfungskühlung bis zum BEC durch-
geführt. Diese Schritte lehnen sich an andere Experimente zur Bose-Einstein Kon-
densation in TOP-Fallen an. Die genauen Parameter für unser Experiment wur-
den letztlich durch Ausprobieren ermittelt, sie haben sich seit der ersten Reali-
sierung eines Kondensats in unserem Experiment nahezu nicht verändert.

1. Die Magnetfalle wird adiabatisch komprimiert. Bei konstanter Phasenraum-
dichte werden dadurch die Dichte und Temperatur des atomaren Ensembles
erhöht, dies führt zu höheren Stoßraten und damit besseren Voraussetzun-
gen für Verdampfungskühlung. Zur adiabatischen Kompression werden B′

q

von 72 G/cm auf 240 G/cm und B0 von 23 G auf 46 G innerhalb von 3 s line-
ar hochgerampt. Die Fallenfrequenz erhöht sich dabei von ωx = 2π×13.5 Hz
auf ωx = 2π × 32 Hz, der Radius des COD verringert sich von 3.2 mm auf
1.9 mm. Am Ende der Kompression hat die atomare Wolke einen e−2-Radius
von σx = 1.38 mm, d.h. der COD schneidet erst wenig in die Wolke hinein.
Die atomare Dichte im Zentrum der Wolke ist n(0) = 1 × 1011 cm−3 und
die Temperatur T = 230 µK. Dies entspricht einer Phasenraumdichte von
ρ = 2× 10−7.

2. Als nächstes folgen 29 s der COD-Evaporation. Die Dauer dieser Evapora-
tionsrampe ist neben dem Laden der MOT der längste Zeitschritt im Ex-
periment, sie ist jedoch kürzer als die Lebensdauer der Atome in der TOP-
Falle von rund 60 s. Während der COD-Evaporation wird der Quadrupol-
Gradient konstant auf 240 G/cm gehalten, während das Bias-Feld linear
auf 4.8 G heruntergefahren wird. Dadurch verringert sich der Radius des
COD auf r0 = 200 µm. Die Fallenfrequenz steigt auf ωx = 2π × 99 Hz an.

3. Im dritten Schritt wird bei konstanten Magnetfeldern (B′
q = 240 G/cm,

B0 = 4.8 G) RF-Evaporation durchgeführt. Dazu wird die RF-Strahlung
mit einer Frequenz von 6 MHz eingeschaltet. Dies entspricht RF-Evaporation
gerade innerhalb des COD. Die Frequenz wird dann in einer linearen Ram-
pe innerhalb von 6.2 s auf eine variable Endfrequenz fend heruntergefahren.
Bose-Einstein Kondensation tritt in unserem Experiment typischerweise bei
Endfrequenzen unterhalb von 3.85 MHz auf. Das RF-Messer ist dann rund
50 µm vom Zentrum der Falle entfernt.

Der Erfolg des Verdampfungskühlens kann zunächst an der Entwicklung der
Phasenraumdichte während der einzelnen Evaporationsschritte gesehen werden.
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Dieser berechnete Wert ist jedoch mit Ungenauigkeiten behaftet, da vor allem die
Bestimmung der Atomzahl aber auch die Bestimmung der Temperatur der ato-
maren Wolke in der Falle ungenau sind (vgl. Abschnitt 2.5). Direkt sichtbar wird
das Einsetzten der Kondensation dagegen am Auftreten der charakteristischen
experimentellen Signaturen, die im nächsten Kapitel beschrieben werden.

3.3 Signaturen der Bose-Einstein Kondensation

An der großen Faszination, die die experimentelle Beobachtung der Bose-Einstein
Kondensation in verdünnten atomaren Gasen ausgelöst hat, haben die klaren ex-
perimentellen Signaturen dieses Phänomens einen nicht unwesentlichen Anteil.
Mit der Kondensation geht eben nicht nur ein Anstieg der Phasenraumdichte
über den kritischen Wert einher, sondern das Verhalten des atomaren Ensembles
zeigt auch eine Reihe von dramatischen qualitativen Veränderungen. Dabei spielt
eine wichtige Rolle, daß sich die Kondensation in einer harmonischen Falle nicht
nur im Impulsraum, sondern auch im Ortsraum zeigt, d.h. sowohl die Impuls-
verteilung als auch die Dichteverteilung der Atome ändert sich stark. Dies stellt
einen Unterschied zur Bose-Einstein Kondensation freier Teilchen dar. Bereits in
den ersten Experimenten wurde der plötzliche Anstieg der optischen Dichte, die
bimodale Geschwindigkeitsverteilung des atomaren Ensembles und die anisotrope
Expansion des Kondensats beobachtet [DMA+95]. Diese Phänomene waren auch
in unserem Experiment der überzeugende Nachweis der Bose-Einstein Konden-
sation.

Das Kondensat wird in einer Magnetfalle mit sehr hohen Fallenfrequenzen er-
zeugt. Um die Signaturen der Bose-Einstein Kondensation besser beobachten zu
können, wird die Falle zunächst adiabatisch entspannt. Dadurch wird die atomare
Dichte reduziert und damit die Expansion des Kondensats nach dem Abschalten
der Magnetfalle verlangsamt. Wird bei der adiabatischen Entspannung die mitt-
lere Fallenfrequenz von ω auf ω′ = γω reduziert, so erniedrigt sich die Temperatur
ebenfalls um einen Faktor γ, während sich die Dichte wie γ3/2 verringert [Kv96].
Die Phasenraumdichte bleibt also konstant. Zur Entspannung der Falle wird nach
Ende der RF-Evaporation der Quadrupol-Gradient innerhalb von 3.9 s linear auf
96 G/cm reduziert und gleichzeitig das Bias-Feld linear auf 40 G erhöht. Nach
dieser Expansion beträgt die Fallenfrequenz ω′

x = 2π × 13.7 Hz (dies entspricht
γ = 0.14), der Radius des COD ist mit r0 = 4.2 mm wieder viel größer als die
atomare Wolke. Anschließend wird die Falle plötzlich ausgeschaltet, indem das
Quadrupolfeld in weniger als 1 ms abgeschaltet wird. Das Bias-Feld bleibt un-
verändert. Alle in den folgenden Abschnitten diskutierten Phänomene wurden
dann in time-of-flight-Bildern nach einer Fallzeit von 18 ms beobachtet.

Das Einsetzen der Bose-Einstein Kondensation ist in Abb. 3.2 gezeigt. Vor
dem Hintergrund der thermischen Wolke bildet sich unterhalb einer RF-End-
frequenz von 3.85 MHz ein Kondensat. Dadurch nimmt die Größe der atomaren
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Abbildung 3.2 : Die ersten Bose-Einstein Kondensate in unserem Experiment, auf-
genommen am 7. Dezember 2001. Gezeigt ist die optische Dichte in den time-of-flight
Bildern nach 18 ms Fallzeit für verschiedene RF-Endfrequenzen.

Wolke stark ab, während die optische Dichte ansteigt. Im folgenden werden diese
Bilder weiter ausgewertet.

3.3.1 Plötzlicher Anstieg der optischen Dichte

Während des evaporativen Kühlens werden ständig Atome aus der Falle entfernt.
Dabei kühlt das atomare Ensemble zwar ab und die Phasenraumdichte steigt an,
die beobachtete optische Dichte in den time-of-flight Bildern ändert sich jedoch
nur unwesentlich. Unterhalb der kritischen Temperatur Tc für Bose-Einstein Kon-
densation wird der Grundzustand des Fallenpotentials makroskopisch besetzt.
Das Kondensat hat eine wesentlich schmalere Impulsverteilung als die thermi-
sche Wolke bei T ∼ Tc (vgl. Abschnitt 3.3.2). Daher geht mit der Kondensation
ein plötzlicher Anstieg der maximalen optischen Dichte in den time-of-flight Bil-
dern einher. Abb. 3.3 zeigt den sprunghaften Anstieg der optischen Dichte für
RF-Endfrequenzen fend < 3.85 MHz. Daraus schließen wir, daß die Kondensation
bei fend = 3.85 MHz einsetzt, die atomare Wolke hat dann die kritische Tempe-
ratur gerade unterschritten. Aus dem Absorptionsbild für fend = 3.85 MHz wird
die gesamte Atomzahl in der Wolke zu Nt = 2 × 105 bestimmt, die Tempera-
tur der thermischen Wolke in der adiabatisch entspannten Falle zu T ′

c = 37 nK.
Hieraus kann gemäß Tc = T ′

c/γ die kritische Temperatur für die steile Falle be-
stimmt werden, in der die RF-Evaporation durchgeführt wurde. Es ergibt sich
eine kritische Temperatur von Tc = 260 nK. Die gemessene kritische Temperatur
ist etwas niedriger als die für ein wechselwirkungsfreies Gas nach Gl. 1.19 aus Nt

berechnete kritische Temperatur von T 0
c = 360 nK. Aufgrund der Wechselwir-

kung zwischen den Atomen wird in Übereinstimmung mit dem Experiment eine
geringere kritische Temperatur erwartet [DGPS99].

Unterhalb von fend = 3.6 MHz nimmt die optische Dichte wieder ab, bis keine
Atome mehr vorhanden sind. Bei diesen Frequenzen entfernt das RF-Messer be-
reits Atome aus dem Kondensat. Über den Wert von fend läßt sich also innerhalb
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Abbildung 3.3 : Optische Dichte im Zentrum der atomaren Wolke nach 18 ms Fallzeit
als Funktion der RF-Endfrequenz fend . Unterhalb von 3.85 MHz wird ein sprunghaf-
ter Anstieg der optischen Dichte beobachtet. Dies ist eine Signatur für Bose-Einstein
Kondensation.

eines gewissen Bereichs die Atomzahl im Kondensat einstellen. Dies wird in den
Experimenten zu atomaren Gittersolitonen eingesetzt, um kleine Kondensate mit
Atomzahlen Nt ∼ 103 zu erzeugen (vgl. Kapitel 5).

3.3.2 Bimodale Geschwindigkeitsverteilung

Die time-of-flight Bilder geben die Geschwindigkeitsverteilung der Atome wie-
der. Abb. 3.4(b) zeigt Schnitte in x-Richtung durch die Bilder für verschiedene
Temperaturen. Oberhalb von Tc ist die Geschwindigkeitsverteilung gaußförmig.
Unterhalb der kritischen Temperatur wird eine bimodale Verteilung beobachtet,
die für die Koexistenz von Kondensat und thermischer Wolke charakteristisch
ist. Für T � Tc ist kein thermischer Anteil mehr zu erkennen, es liegt ein reines
Kondensat vor. In unserem Experiment können reine Kondensate mit 8 × 104

Atomen erzeugt werden.
In der thermischen Wolke nahe T ′

c dominiert die kinetische Energie (3/2)kBT ′
c

über die Wechselwirkungsenergie pro Teilchen ∼ gn(0)/N . Daher expandiert die
thermische Wolke isotrop mit einer Breite der Geschwindigkeitsverteilung, die
durch die kinetische Energie bestimmt ist. Im Kondensat ist die Situation umge-
kehrt: Die kinetische Energie ∼ h̄2/(2mR2

TF ) des Kondensats im Grundzustand
der Falle ist durch die Größe RTF der Thomas-Fermi Parabel gegeben. Sie ist
typischerweise viel kleiner als die Wechselwirkungsenergie Eww = (2/7)µ in der
Thomas-Fermi Näherung. Die Expansion des Kondensats wird daher durch die
Wechselwirkungsenergie Eww dominiert, die nach Abschalten der Falle in kineti-
sche Energie umgesetzt wird. Da Eww < (3/2)kBT ′

c ist, resultiert für Ensembles
knapp unterhalb der kritischen Temperatur eine bimodale Geschwindigkeitsver-
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Abbildung 3.4 : Time-of-flight Bilder nach 18 ms Fallzeit für verschiedene RF-
Endfrequenzen. (a) Oberhalb der kritischen Temperatur Tc expandiert die atomare
Wolke isotrop. Unterhalb Tc zeigt der Kondensatanteil anisotrope Expansion. Das
Aspektverhältnis des Kondensats ist σx/σz ' 0.6, die Kondensate scheinen leicht ge-
kippt gegenüber den Achsen x, z der Magnetfalle. (b) Schnitte in x-Richtung durch
die Bilder aus (a) (schwarz) sowie doppelter Gauß-Fit an die thermische Wolke (blau)
und das Kondensat (rot). In den mittleren Bildern wird eine bimodale Geschwindig-
keitsverteilung beobachtet. Aus dem Gauß-Fit an die thermische Wolke wird die Tem-
peratur T bestimmt. Im untersten Bild ist kein thermischer Anteil mehr zu erkennen.
Aus den Breiten der Gauß-Fits an das Kondensat in x-Richtung und entsprechende
Fits in z-Richtung kann das Aspektverhältnis σx/σz bestimmt werden. Zur besseren
Übersichtlichkeit wurden die oberen drei Bilder vertikal versetzt.
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teilung, wobei der schmalere Teil dem Kondensat entspricht.
In unserem Experiment ist die kinetische Energie der thermischen Wolke bei

T ′
c rund 18 mal größer als die Wechselwirkungsenergie für ein reines Kondensat

in der entspannten Falle. Daher erwartet man, daß die reinen Kondensate in
den time-of-flight Bildern rund

√
18 = 4.2 mal kleiner sind als die thermische

Wolke bei T ′
c. Aus Abb. 3.4(b) ergibt sich mit 3.7 ein Verhältnis in der richtigen

Größenordnung. Bei dieser Betrachtung wurde die Anisotropie der Expansion des
Kondensats vernachlässigt.

3.3.3 Anisotrope Expansion

Die Kondensate in Abb. 3.4(a) haben eine anisotrope Form mit der längeren
Achse in z-Richtung, während die thermische Wolke isotrop expandiert. Dabei
ist das Aspektverhältnis der Kondensate gegenüber der Symmetrie der Magnet-
falle gerade umgekehrt: in der Magnetfalle hat die atomare Wolke in z-Richtung
eine um einen Faktor

√
8 kleinere Ausdehnung. Die Expansion des Kondensats

wird durch Kräfte bestimmt, die proportional zu den Dichtegradienten im Kon-
densat sind. Daher hat die Geschwindigkeitsverteilung der Kondensate gerade
das umgekehrte Aspektverhältnis wie die räumliche Verteilung in der Falle. Aus
den Bildern nach 18 ms Fallzeit in Abb. 3.4(a) und Gauß-Fits an die Daten liest
man ein Aspektverhältnis von σx/σz ' 0.6 ab. Dies entspricht nicht ganz dem
erwarteten Verhältnis von 1/

√
8 = 0.35. Eventuell ist die Fallzeit mit 18 ms

noch etwas zu kurz und die Form der Kondensate wird noch nicht vollständig
von der Geschwindigkeitsverteilung bestimmt. Eine Fehlerquelle bei der expe-
rimentellen Bestimmung von σx,z im Experiment liegt außerdem in der leichten
Verkippung der Kondensate gegenüber den Symmetrieachsen x, z der Falle. Diese
ist vermutlich auf Kräfte beim Abschalten der Magnetfalle oder Abbildungsfehler
zurückzuführen.

3.4 Das Kondensat im Wellenleiter

Nach der Erzeugung der Bose-Einstein Kondensate in der Magnetfalle werden die-
se in den atomaren Wellenleiter umgeladen. Um dabei transversale Anregungen
des Kondensats im Wellenleiter zu vermeiden, muß der Transfer adiabatisch erfol-
gen. Im Rahmen einer harmonischen Näherung der Potentiale kann der Transfer
durch die Änderung der Fallenfrequenzen ωi beschrieben werden. Das Adiabati-
zitätskriterium verlangt in diesen Fall, daß [KDS99]

dωi

dt
� 2

π
ω2

i . (3.1)

Außerdem ist darauf zu achten, daß sich die durch die Gravitation bestimm-
te Ruhelage des Kondensats in der Falle nicht zu schnell verschiebt, da sonst
Schwingungen in z-Richtung angeregt werden.
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Aktion Dauer ωx/2π[Hz] ωy/2π[Hz] ωz/2π[Hz]

Atome in Magnetfalle – 21 21 59
Rampe Dipolfalle 450 ms 21 21 → 132 59 → 143

Rampe Magnetfalle 10 ms 21 → 7 132 → 130 143 → 131
Magnetfalle aus < 1 ms 7 → 2.7 130 → 130 131 → 130

Tabelle 3.1 : Änderung der Fallenfrequenzen beim Transfer der Atome in die Dipol-
falle.

Der Transfer erfolgt aus einer Magnetfalle mit B′
q = 144 G/cm und B0 =

40 G. Der Wellenleiter ist auf die Position der Atome in dieser Falle justiert.
Das Umladen geschieht im einfachsten Fall in drei Schritten: Zunächst wird die
Leistung im Wellenleiter (Dipolfalle 1) mit Hilfe des AOM linear innerhalb von
450 ms auf typischerweise 685 mW hochgerampt. Dann wird das Quadrupolfeld
der Magnetfalle in einer linearen Rampe von 10 ms Dauer auf B′

q = 50 G/cm
reduziert. Am Ende der Rampe wird das Quadrupolfeld plötzlich abgeschaltet.
Das Kondensat ist damit umgeladen und die atomaren Wellenpakete können sich
entlang des Wellenleiters ausbreiten.

In Tabelle 3.1 ist die Änderung der Fallenfrequenzen während des Transfers
angegeben. Die Fallenfrequenzen von Magnet- und Dipolfalle addieren sich dabei
quadratisch. Beim Anschalten der Dipolfalle ist zu jedem Zeitpunkt dωi/dt ≤
0.05 ω2

i , d.h. das Adiabatizitätskriterium ist erfüllt. Das Abschalten der Magnet-
falle ist für die transversalen Zustände des Wellenleiters ebenfalls adiabatisch.
Lediglich entlang des Wellenleiters in x-Richtung ändert sich die Fallenfrequenz
plötzlich. Dies ist erwünscht, da die Atome so in einer durch die Magnetfalle
definierten longitudinalen Anfangswellenfunktion in den Wellenleiter entlassen
werden.

Die Adiabatizität des Transfers wird experimentell überprüft, indem die Dau-
er der einzelnen Schritte variiert wird. Als Kriterium für einen erfolgreichen
Transfer gilt dabei das Ausbleiben von transversalen Schwingungen des Kon-
densats im Wellenleiter sowie die Beobachtung anisotroper Expansion in time-of-
flight Bildern nach plötzlichem Abschalten des Wellenleiters. Während transver-
sale Schwingungen für die angegebenen Transferzeiten vermieden werden konn-
ten, war in den time-of-flight Bildern immer ein großer Anteil thermischer Ato-
me sichtbar, auch wenn in der Magnetfalle ein reines Kondensat erzeugt wor-
den war (Abb. 3.5(a)). Dennoch konnten mit den so umgeladenen Kondensaten
bereits eine Reihe von Experimenten durchgeführt werden. Reine Kondensate
können im Wellenleiter erst präpariert werden, seit der letzte Schritt der Ver-
dampfungskühlung zum BEC direkt in der gekreuzten Dipolfalle durchgeführt
wird (Abb. 3.5(b)).

Bei dem beschriebenen direkten Transfer der Atome aus der Magnetfalle in
den Wellenleiter trat ein weiteres Problem auf: Im Experiment wurde beobach-



3.4. DAS KONDENSAT IM WELLENLEITER 75

Abbildung 3.5 : Expansion der Atome aus dem Wellenleiter. Gezeigt sind time-of-
flight Bilder zu den angegebenen Zeiten nach Abschalten des Wellenleiters. (a) In der
Magnetfalle wurde ein reines Kondensat erzeugt, dann werden die Atome in den Wel-
lenleiter umgeladen. Direkt nach dem Umladen wird der Wellenleiter abgeschaltet. In
der Expansion der Atome ist neben dem Kondensat ein großer Anteil thermischer Ato-
me sichtbar. (b) Der letzte Schritt der Verdampfungskühlung wurde in der gekreuzten
Dipolfalle durchgeführt. Auf diese Weise kann ein reines Kondensat im Wellenleiter
präpariert werden. In der Expansion aus dem Wellenleiter sind keine thermischen Ato-
me sichtbar.

tet, daß die Magnetfalle beim schnellen Abschalten auf die Atome Kräfte ausübt,
die zu einem unkontrollierten Impulsübertrag entlang des Wellenleiters führen
(vgl. Abschnitt 2.4.2). Ein langsameres Ausschalten der Magnetfalle ist jedoch
nicht möglich, da dann die Anfangsgröße der Wellenpakete in x-Richtung zu groß
würde. Um den Impulsübertrag zu vermeiden, wurde die zweite Dipolfalle auf-
gebaut. Sie wird in einem verbesserten Transferschema zusammen mit dem Wel-
lenleiter angeschaltet. Die optischen Potentiale schließen die Atome dann auch in
x-Richtung mit einer Fallenfrequenz von über 50 Hz ein, während die Magnet-
falle in 90 ms mit einer linearen Rampe ausgeschaltet wird. Nach vollständigem
Abschalten der Magnetfalle wird die Leistung in der zweiten Dipolfalle zunächst
mit dem AOM langsam reduziert, so daß die longitudinale Fallenfrequenz nur
noch 20 Hz beträgt. Dann wird die zweite Dipolfalle plötzlich ausgeschaltet. Mit
dieser Methode konnte der Impulsübertrag entlang des Wellenleiters vermieden
werden.

3.4.1 Expansion des BECs im Wellenleiter

Um später den Erfolg des Dispersionsmanagements beurteilen zu können, soll
zunächst die Expansion der Atome im Wellenleiter in Abwesenheit des opti-
schen Gitters untersucht werden. Dazu werden Absorptionsbilder der Atome im
Wellenleiter zu unterschiedlichen Zeiten nach dem Umladen aus der Magnetfalle
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Abbildung 3.6 : Longitudinale Oszillation der Atome im Wellenleiter. (a) Aus-
gewählte Absorptionsbilder der atomaren Wolke im Wellenleiter zu verschiedenen Zei-
ten nach dem Ausschalten der Magnetfalle. (b) Mittenposition und Breite der Wolke in
x-Richtung als Funktion der Zeit, ermittelt durch Gauß-Fits an die Absorptionsbilder.
Der sinusförmige Fit an die Daten ergibt für die Oszillation der Mittenposition eine
Frequenz von 2.66±0.06 Hz, für die Breite eine Frequenz von 5.71±0.07 Hz. Die Breite
oszilliert dabei mit einer Amplitude von A = 40 µm um einen Wert von C = 64 µm.

aufgenommen. Solche Messungen geben auch Aufschluß darüber, wie gut der
Wellenleiter justiert und ob der longitudinale Einschluß der Atome wirklich ver-
nachlässigbar ist: In einem idealen Wellenleiter würde man erwarten, daß das
atomare Wellenpaket immer weiter zerfließt, während sich die Position seines
Schwerpunkts nicht ändert.

Abb. 3.6 zeigt eine Messung der Expansion im Wellenleiter nach dem Umla-
den eines reinen Kondensats aus der Magnetfalle. Es fällt sofort ins Auge, daß
die Mittenposition der atomaren Wolke oszilliert. Die Frequenz dieser Dipoloszil-
lation ist ω‖ = 2π× 2.66 Hz. Aus dem Auftreten von sinusförmigen Oszillationen
läßt sich schließen, daß die Atome auch in x-Richtung in einem harmonischen Po-
tential eingeschlossen sind. Die atomare Wolke befindet sich in diesem Potential
nach Abschalten der Magnetfalle offenbar nicht in ihrer Ruhelage. Die beobach-
tete Frequenz der Dipoloszillation entspricht der Fallenfrequenz des Potentials,
unabhängig davon, ob die atomaren Wolke thermisch oder ein BEC ist [DGPS99].

Neben der Dipoloszillation zeigen die Wellenpakete außerdem eine Quadru-
polschwingung, d.h. die Wellenpakete

”
atmen“, ihre Breite ändert sich periodisch.

Die Quadrupoloszillation hat im Experiment eine Frequenz von ωq = 2π×5.71 Hz,
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einen Faktor 2.1 höher als die Frequenz der Dipolschwingung. Dies entspricht sehr
gut dem für den wechselwirkungsfreien Fall erwarteten Verhältnis von ωq = 2 ω‖.
Für ein Bose-Einstein Kondensat sollte die Frequenz der Quadrupolschwingung
durch die Wechselwirkung zwischen den Atomen modifiziert sein. In einer Fal-
le mit unserem Aspektverhältnis (ω‖ � ω⊥) wird für eine relative Amplitude
der Schwingung von A/C = 0.63 (vgl. Abb. 3.6(b)) für die Frequenz der Qua-
drupolschwingung ein Wert von ωq = 1.64 ω‖ erwartet [DMP97, SKMI+98]. Die
beobachtete Frequenz der Quadrupolschwingung ist ein weiteres Indiz dafür, daß
die atomare Wolke nach dem Umladen in die Dipolfalle eine starken thermischen
Anteil hat. Die Oszillation des Kondensatanteils kann vor dem Hintergrund der
thermischen Wolke nicht aufgelöst werden. Der Einfluß der thermischen Wolke
auf das Kondensat muß daher auch bei der Interpretation der Experimente zum
Dispersionsmanagement berücksichtigt werden.

Die beobachtet longitudinale Fallenfrequenz im Wellenleiter ist rund eine
Größenordnung höher als für die Parameter der Dipolfalle 1 erwartet (vgl. Ab-
schnitt 2.4.1). Dies legt nahe, daß für den longitudinalen Einschluß nicht das
optische Dipolpotential verantwortlich ist, sondern z.B. ein noch vorhandener
Magnetfeldgradient am Ort der Atome nach Abschalten des Quadrupol-Feldes.
In der Tat wurde im Experiment in anderem Zusammenhang beobachtet, daß ma-
gnetisierte Metallteile in der Nähe der Glaszelle zu Magnetfeldgradienten am Ort
der Atome führen können. Ein weiterer Hinweis auf einen magnetischen Ursprung
des Potentials ist, daß die Position des Potentialminimums eine Abhängigkeit von
der Stärke des magnetischen Bias-Feldes zeigt. Experimentell konnte die Dipolos-
zillation der Atome dadurch unterdrückt werden, daß der Betrag des Bias-Feldes
leicht verändert, der Wellenleiter leicht verkippt und der Fokus der Dipolfalle ver-
schoben wurde, bis die Position der Atome im Wellenleiter mit der Ruhelage im
longitudinalen Potential übereinstimmt. Die Quadrupoloszillation kann auf die-
se Weise jedoch nicht verhindert werden. Dies bedeutet, daß die Expansion der
atomaren Wellenpakete nur für Zeiten t � 2π/ω‖ = 376 ms als frei angesehen
werden kann. Dies stellt kein großes Problem dar, da der Einfluß des Dispersions-
managements auf die Wellenpakete schon für Propagationszeiten unter 100 ms
nachgewiesen werden konnte.
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Kapitel 4

Dispersionsmanagement für
Materiewellen

In den hier beschriebenen Experimenten wurde Dispersionsmanagement für Ma-
teriewellen erstmals demonstriert. Dabei wurde mit einem inkohärenten Ensemble
von Atomen im linearen Regime gearbeitet. Diese Experimente stellen die Grund-
lage für die Untersuchung von Solitonen und anderen nichtlinearen Effekten mit
Bose-Einstein Kondensaten im nächsten Kapitel dar.

Zunächst wurde die Bewegung des Schwerpunkts der atomaren Wellenpake-
te im periodischen Potential untersucht. Dabei wurden Bloch-Oszillationen und
Landau-Zener-Tunneln beobachtet. Gleichzeitig konnte der Einfluß des periodi-
schen Potentials auf die Einhüllende der Wellenpakete nachgewiesen werden: das
Zerfließen der atomaren Wellenpakete kann über Vorzeichen und Betrag der effek-
tiven Masse kontrolliert werden. Dabei treten z.T. stark von einer gaußförmigen
Verteilung abweichende Formen der Wellenpakete auf. Dies konnte im Rahmen
eines einfachen theoretischen Modells erklärt werden. Zum Schluß wird ein Expe-
riment vorgestellt, in dem die Rolle der effektiven Masse besonders anschaulich
gemacht werden kann. Dazu wird das Vorzeichen der effektiven Masse während
der Propagation der Wellenpakete umgekehrt. Dies kehrt auch die Dynamik des
Wellenpakets um, ein bereits auseinandergeflossenes Wellenpaket läuft wieder zu-
sammen.

4.1 Präparation der Atome

Die in diesem Kapitel beschriebenen Experimente wurden durchgeführt, als der
Nd:YAG-Laser für den atomaren Wellenleiter noch nicht zur Verfügung stand.
Daher weicht der experimentelle Aufbau von dem in Abschnitt 2.4 beschriebenen
ab. In diesem Abschnitt wird auf die wesentlichen Unterschiede kurz eingegangen.

79
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4.1.1 Verwendeter Aufbau für Wellenleiter
und periodisches Potential

Sowohl für das periodische Potential als auch für den Wellenleiter wurde Licht
von einem Ti:Sa-Laser bei einer Wellenlänge von 785.1 nm verwendet. Das Licht
wurde in die Faser des optischen Gitters eingekoppelt. Der optische Aufbau nach
der Faser entspricht dem in Abb. 2.7 dargestellten für das optische Gitter, mit
dem Unterschied, daß sich in einem der Laserstrahlen noch eine Linse befindet.
Dadurch wird der Strahl am Ort der Atome auf eine Taille von wD = 70µm fokus-
siert. Bei einer Leistung von 54 mW erzeugt dieser Laserstrahl einen Wellenleiter
mit der transversalen Fallenfrequenz ω⊥ = 2π × 185 Hz.

Der zweite Laserstrahl, der unter einem kleinen Winkel durch die Seitenfläche
der Glaszelle in die Vakuumkammer eintritt (vgl. Abb. 2.7), hat eine Strahltaille
von 1.6 mm und variable Leistungen von wenigen mW. Daher ist der Einschluß
der Atome durch diesen Strahl gegenüber dem Wellenleiter vernachlässigbar.
Dieser zweite Laserstrahl wird mit dem Wellenleiter überlappt und interferiert
mit diesem, da er die selbe Frequenz und Polarisation wie der Wellenleiter be-
sitzt. Dadurch entsteht ein periodisches Potential entlang des Wellenleiters mit
einer Modulationstiefe von V0 ' Er. Bei diesem Aufbau verschwindet der Win-
kel zwischen periodischem Potential und Wellenleiter. Daher müssen die mit der
Periodizität verknüpften Größen nicht wie in Abschnitt 2.4.3 reskaliert werden.
Allerdings steht der Laserstrahl der Absorptionsabbildung nun nicht mehr senk-
recht auf dem Wellenleiter. Dadurch erscheinen Wellenpakete im Wellenleiter bei
der Abbildung mit der Kamera in x-Richtung um einen Faktor cos(α) = 0.91
verkürzt (vgl. Abb. 2.7). Dies muß bei der Auswertung der Absorptionsbilder
berücksichtigt werden.

4.1.2 Dynamik der Atome im Wellenleiter

Die Photonen-Streurate im Wellenleiter ist mit Γs = 8.2 Hz sehr hoch. Eine gerin-
gere Streurate bei gleichbleibender Geometrie des Wellenleiters könnte nur durch
Erhöhung der Verstimmung des Ti:Sa-Lasers von der Resonanz bei gleichzeiti-
ger Erhöhung seiner Leistung erreicht werden. Dies war jedoch nicht möglich, da
die Leistung des verfügbaren Lichtes nicht ausreichte. Um dennoch Streuung von
Photonen zu vermeiden, muß das gesamte Experiment vom Einschalten des Wel-
lenleiters bis zur Abbildung der Wellenpakete in t � Γ−1

s = 122 ms abgeschlossen
sein. Dies bedeutet, daß für ein adiabatisches Umladen der Atome aus der Ma-
gnetfalle in den Grundzustand des Wellenleiters keine Zeit bleibt. Der Wellenleiter
ist bei den hier beschriebenen Experimenten also nicht

”
single-mode“.

In den Experimenten wurde zunächst ein Bose-Einstein Kondensat in der Ma-
gnetfalle erzeugt. Dann wurde der Wellenleiter in 6 ms mit einer linearen Ram-
pe angeschaltet, bevor die Magnetfalle in < 1 ms abgeschaltet wurde. Da der
Transfer nicht adiabatisch erfolgt, werden im Wellenleiter transversal angeregte
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Zustände bevölkert. Wir beobachten, daß das atomare Ensemble beim Umladen
aufgeheizt wird. Damit stellt sich die Frage, wie das atomare Ensemble im Wel-
lenleiter zu beschreiben ist. Es ist a priori nicht klar, ob die Atome nach dem
Umladen noch durch die makroskopische Wellenfunktion eines BECs beschrieben
werden können oder ob die Dynamik eher der eines inkohärenten Ensembles ein-
zelner Teilchen entspricht. Ebenso ist es schwierig abzuschätzen, welchen Einfluß
die Wechselwirkung der Atome auf die Dynamik haben wird.

Es stellte sich heraus, daß die im Experiment beobachtete Dynamik der Ato-
me sehr gut unter der Annahme beschrieben werden kann, daß es sich um ein
inkohärentes Ensemble im linearen Regime handelt, d.h. die Wechselwirkung der
Atome hat nur einen geringen Einfluß auf die Dynamik. In Abschnitt 4.4 wird
ein theoretisches Modell zur Beschreibung des atomaren Ensembles vorgestellt.
Das Ensemble ist dabei durch statistische Verteilungen im Orts- und Impuls-
raum nach dem Umladen in den Wellenleiter charakterisiert. Diese können aus
einer Messung der Expansion des Ensembles im Wellenleiter bestimmt werden.
Abb. 4.1 zeigt eine solche Messung. Es befinden sich dabei ca. 2 × 104 Atome
im Wellenleiter. Die Verteilung n(x, t) der Atome in x-Richtung bleibt während
der ganzen Zeit gaußförmig. Aus der Messung liest man ab, daß das Ensemble
eine gaußförmige Anfangsverteilung im Ortsraum n(x, 0) mit einer halben e−2-
Breite von ∆x = 21 ± 2 µm und eine gaußförmige Impulsverteilung der Breite
∆p = m∆v = 0.27 ± 0.02 h̄kL hat. Die in Abb. 4.1(a) sichtbare Streuung der
Meßpunkte mit einer relativen Standardabweichung von rund 10 % muß bei der
Auswertung der Daten zum Dispersionsmanagement beachtet werden (vgl. Ab-
schnitt 4.4).

4.1.3 Präparation im periodischen Potential

Sofort nach dem Umladen der Atome in den Wellenleiter wird das periodische
Potential eingeschaltet. Dabei werden Modulationstiefe und Bewegungszustand
des Potentials über die Intensität und die Frequenz des dem Wellenleiter entge-
gen laufenden Laserstrahls kontrolliert. Zur Präparation der Wellenpakete beim
gewünschten Quasiimpuls k0 im optischen Gitter wird wie in Abschnitt 1.2.3 und
1.6.2 beschrieben vorgegangen. Die gaußförmige Impulsverteilung der Atome im
Wellenleiter wird dabei zu einer gaußförmigen Quasiimpulsverteilung w(k) der
Breite ∆k = ∆p/h̄ im optischen Gitter.

Bei der Interpretation der Experimente muß berücksichtigt werden, daß den
Atomen beim Ausschalten der Magnetfalle ein experimentell nicht kontrollier-
barer Impuls der Größenordnung |pkick | ∼ 0.1 h̄kL übertragen wird (vgl. Ab-
schnitt 2.4.2). Daher wird im folgenden unterschieden zwischen dem über die
Frequenzdifferenz ∆ω zwischen den Laserstrahlen eingestellten Bewegungszu-
stand des optischen Gitters, charakterisiert durch einen Quasiimpuls kexp =
−(∆ω/4ωr)kL, und dem tatsächlichen Quasiimpuls der Atome im optischen Git-
ter, k0 = kexp + pkick/h̄. Nur für pkick = 0 ist dann k0 = kexp , ansonsten muß aus
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Abbildung 4.1 : Expansion des atomaren Ensembles im Wellenleiter. (a) Breite des
Wellenpakets in x-Richtung in Abhängigkeit von der Expansionszeit (schwarze Punkte).
Die Breiten wurden wie in (b) bestimmt. Der Fit mit der Funktion

√
∆x2 + ∆v2t2 ergibt

eine Anfangsbreite des Ensembles im Ortsraum von ∆x = 21±2µm und eine Breite der
Geschwindigkeitsverteilung von ∆v = 1.57 ± 0.10 mm/s. (b) Dichteverteilung n(x, t)
der atomare Wolke nach t = 23 ms Expansion. Ein gaußförmiger Fit ergibt eine halbe
e−2-Breite des Wellenpakets von 46.6 µm.

der beobachteten Dynamik der Wellenpakete auf k0 zurückgeschlossen werden.
Dabei wird ausgenutzt, daß die Bewegung des Schwerpunkts des Wellenpakets
aufgrund der Abhängigkeit vg(k0) Information über k0 enthält. Der daraus be-
stimmte Wert von k0 wird dann zur Interpretation der beobachteten Dispersion
der Einhüllenden der Wellenpakete verwendet. Besonders am Rand der Brillouin-
zone ist diese Art der Bestimmung von k0 sehr empfindlich, da sich dort vg(k0)
stark mit k0 ändert. In der Nähe der Punkte mit meff = ∞ ist k0 dagegen nicht
eindeutig aus vg(k0) abzulesen.

4.2 Bloch-Oszillationen

Zunächst wurde der Einfluß des optischen Gitters auf die Bewegung der Schwer-
punkte der atomaren Wellenpakete untersucht. Bei einer konstanten Modula-
tionstiefe V0 des periodischen Potentials wurden identische Wellenpakete bei
verschiedenen Quasiimpulsen kexp präpariert. Nach einer Propagationszeit von
t = 16.8 ms wurden die Wellenpakete abgebildet. Abb. 4.2(a) zeigt das Resultat
einer solchen Messung. Die Position des Schwerpunkts der atomaren Wellenpa-
kete im bewegten Bezugssystem des optischen Gitters ändert sich periodisch mit
kexp , die Atome vollführen Bloch-Oszillationen.

Die gemessene Position x des Schwerpunktes ist jeweils ein Maß für die Grup-
pengeschwindigkeit vg(kexp) = x/t der Wellenpakete im periodischen Potential.
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Abbildung 4.2 : Dynamik der Materiewellenpakete in Abhängigkeit vom experimen-
tell eingestellten Quasiimpuls kexp in einem periodischen Potential der Modulationstiefe
V0 = 1.7 Er. (a) Position des Schwerpunkts der Wellenpakete im bewegten Bezugssy-
stem des periodischen Potentials nach 16.8 ms Propagation (schwarze Punkte). Die
Position ändert sich periodisch mit kexp , die Atome vollführen Bloch-Oszillationen.
(b-e) Für ausgewählte Werte von kexp (siehe (a)) ist die x-Abhängigkeit des atomaren
Wellenpakets n(x, t) gezeigt. Dazu wurden die Absorptionsbilder transversal zum Wel-
lenleiter (z-Richtung) integriert. Während die Form der Wellenpakete für kexp = 0 nach
wie vor gaußförmig ist, spiegelt die Form am Rand der Brillouinzone die Abhängigkeit
der effektiven Masse vom Quasiimpuls wieder.
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Zentrum und Rand der Brillouinzone sind durch die Punkte mit x = 0 bestimmt.
Es fällt auf, daß die Abhängigkeit der Gruppengeschwindigkeit vom Quasiimpuls
gegenüber der theoretischen Kurve (vgl. Abb. 1.3(b)) systematisch zu kleinerem
kexp hin verschoben ist. Dies läßt sich durch die Differenz k0 − kexp = pkick/h̄
erklären. Offenbar schwankt pkick auch von Schuß zu Schuß, wie man aus der
deutlichen Abweichung einzelner Punkte vom erwarteten Verlauf erkennen kann.

Aus Abb. 4.2(a) kann auch die maximale gemessene Gruppengeschwindigkeit
vmax

g = xmax/t = 0.31 vr ablesen. Sie ist kleiner als der für V0 = 1.7 Er erwartete
Wert von vmax

g = 0.52 vr. Diese Diskrepanz läßt sich dadurch erklären, daß die mit
∆k = 0.27 kL im Vergleich zur Ausdehnung der ersten Brillouinzone nicht sehr
schmale Quasiimpulsverteilung der atomaren Wolke die Modulation der Grup-
pengeschwindigkeit in der ersten Brillouinzone etwas glättet.

Neben Bloch-Oszillationen wurde im Experiment auch Landau-Zener-Tunneln
beobachtet. Landau-Zener-Tunneln tritt dann auf, wenn die Bedingung 1.16 für
adiabatische Präparation der Atome am Rand der Brillouinzone nicht mehr erfüllt
ist. Dies ist für zu kurze Präparationszeiten τ2 oder zu kleine Modulationstiefen
V0 des periodischen Potentials der Fall (vgl. Abschnitt 1.2.3). Ein Teil der Ato-
me tunnelt dann am Rand der Brillouinzone über die Energielücke hinweg in
das nächsthöhere Energieband. Im Experiment wird dies dadurch sichtbar, daß
sich die Atome nicht mit dem optischen Gitter mitbewegen, sondern im Labor-
system ruhend zurückbleiben. Bevor die Experimente zum Dispersionsmanage-
ment durchgeführt wurden, wurde sichergestellt, daß für die gewählten Parameter
des Präparationsprozesses kein Landau-Zener-Tunneln auftritt. Der Vergleich mit
dem Adiabatizitätskriterium aus Abschnitt 1.2.3 liefert dann auch Information
darüber, ob die nach Gl. 1.63 berechnete Modulationstiefe V0 des periodischen
Potentials das optische Gitter richtig beschreibt.

4.3 Materiewellen mit anomaler Dispersion

Dispersionsmanagement wird im Einfluß des periodischen Potentials auf das Zer-
fließen der Einhüllenden der atomaren Wellenpakete sichtbar. In Abb. 4.2(b-e) ist
dazu die beobachtete Form der atomaren Wellenpakete nach der Propagationszeit
t = 16.8 ms in einem optischen Gitter mit V0 = 1.7 Er für ausgewählte Werte von
kexp gezeigt. Die Bilder geben die Einhüllenden der atomaren Wellenpakete wie-
der, da die Oszillationen der Blochfunktionen mit der Gitterperiode von unserem
Abbildungssystem nicht aufgelöst werden können. Im Zentrum der Brillouinzo-
ne (b) ist das Wellenpaket gaußförmig. Am Rand der Brillouinzone (d) ist das
Wellenpaket nicht nur breiter, ein Hinweis auf den kleineren Betrag der effekti-
ven Masse dort, sondern seine Form weicht auch stark von einer gaußförmigen
Verteilung ab. Dies deutet darauf hin, daß die effektive Masse für das Wellen-
paket nicht als konstant angenommen werden kann, die Abhängigkeit meff (k)
muß berücksichtigt werden. Insbesondere entsprechen die beiden

”
Spitzen“ des
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Wellenpakets den Punkten mit |meff | = ∞, bei denen die Dispersion stark un-
terdrückt ist (vgl. Abb. 4.3(d)). Zwischen Rand und Zentrum der Brillouinzone
((c) und (e) in Abb. 4.2) ist die Form der Wellenpakete asymmetrisch, da die
Dispersionsrelation dort ebenfalls nicht symmetrisch um k0 ist.

Der Betrag der effektiven Masse ist insbesondere am Rand der Brillouinzone
stark von der Modulationstiefe V0 des periodischen Potentials abhängig. Um dies
zu demonstrieren wurden für unterschiedliche Werte von V0 identische Wellen-
pakete bei kexp = 0.9 kL präpariert. Nach Ende der Präparation propagieren die
Wellenpakete für 26.8 ms am Rand der Brillouinzone. Abb. 4.3(a) zeigt das Er-
gebnis einer solchen Messung, dabei wurden Wellenpakete mit k0 = kL selektiert:
Je kleiner V0, desto kleiner der Betrag der effektiven Masse und desto schneller
zerfließt das Wellenpaket. Über die Modulationstiefe des periodischen Potentials
kann also die Dispersion der Wellenpakete kontrolliert werden. Weiterhin fällt
auf, daß die Abweichung der Form der Wellenpakete von einer Gaußverteilung
für kleine Werte von V0 besonders stark ist. Dies läßt sich anhand von Abb. 4.3(d)
erklären: Die Quasiimpulsverteilung des atomaren Ensembles ist breiter als der
Bereich annähernd konstanter effektiver Masse am Rand der Brillouinzone, da-
her ändert sich während der Propagation die Form der Wellenpakete. Je kleiner
V0, desto schmaler ist der Bereich mit meff (k) ' const., desto stärker also die
Verzerrung der Wellenpakete. Zum Vergleich ist in Abb. 4.3(b) ein Wellenpaket
nach 26.8 ms Propagation im Zentrum der Brillouinzone gezeigt. Das Wellenpa-
ket ist gaußförmig, da die Quasiimpulsverteilung im Zentrum der Brillouinzone
vollständig in den Bereich mit meff (k) ' const. fällt. Außerdem ist das Wel-
lenpaket schmaler als am Rand der Brillouinzone, da |meff (0)| > |meff (kL)| ist.

In Abb. 4.3 ist neben den experimentellen Daten auch die Vorhersage der
Theorie aus Abschnitt 4.4 für die Form der Wellenpakete gezeigt. Sie stimmt
sehr gut mit der Beobachtung überein, auch die asymmetrische Form der Wel-
lenpakete zwischen Zentrum und Rand der Brillouinzone kann erklärt werden
(Abb. 4.3(c)). Es soll betont werden, daß die Theorie keine freien Parameter
enthält. Lediglich gemessene Größen und experimentell kontrollierte Parameter
gehen in die Simulation der Dynamik des atomaren Ensembles ein. Dies recht-
fertigt die in Abschnitt 4.4 gemachten Annahmen zur Beschreibung der Atome
als ein inkohärentes Ensemble ohne Wechselwirkung. Lediglich im obersten Bild
von Abb. 4.3(a) ist eine gewisse Abweichung zu erkennen, die möglicherweise auf
nichtlineare Effekte zurückzuführen ist.
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Abbildung 4.3 : Kontrolle der Dispersion durch die Modulationstiefe V0 des opti-
schen Gitters. Gezeigt ist die Form der atomaren Wellenpakete t = 26.8 ms nach Ende
der Präparation beim jeweiligen Quasiimpuls. (a) Beobachtete Wellenpakete n(x, t)
(schwarz) am Rand der Brillouinzone für drei verschiedene Modulationstiefen des peri-
odischen Potentials (V0, im Bild als Vielfache von Er angegeben). In rot ist die Vorher-
sage ρ(x, t) der linearen Theorie aus Abschnitt 4.4 gezeigt. (b) Zum Vergleich ein Wel-
lenpaket nach der selben Propagationszeit im Zentrum der Brillouinzone. (c) Asymme-
trisches Wellenpaket für k0 = 1.1 kL. Die Position in x-Richtung ist in allen Bildern auf
das bewegte Bezugssystem des optischen Gitters bezogen. (d) Abhängigkeit der effekti-
ven Masse vom Quasiimpuls, meff (k), für V0 = 1.3 Er (durchgezogen) und V0 = 2.6 Er

(gestrichelt) sowie die gemessenen Quasiimpulsverteilungen w(k) der atomaren Ensem-
bles im Zentrum und am Rand der Brillouinzone. Bei k0 = kL kann meff (k) nicht als
konstant über die gesamte Breite von w(k) angesehen werden. Für kleine Werte von V0

überlappt die Quasiimpulsverteilung sogar mit den Punkten, an denen |meff | = ∞ ist.
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4.4 Ein theoretisches Modell zur Beschreibung

des Experiments

Die in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten experimentellen Beobach-
tungen können im Rahmen eines einfachen theoretischen Modells beschrieben
werden. Dabei wird angenommen, daß sich die wie in Abschnitt 4.1 präparierten
Atome im optischen Gitter als ein inkohärentes Ensemble nicht wechselwirkender
quantenmechanischer Wellenpakete beschreiben lassen. Weiterhin wird analog zu
einer effektive-Masse-Näherung angenommen, daß die Oszillation der Blochfunk-
tionen mit der Gitterperiode bei der Dynamik der Einhüllenden des atomaren
Ensembles keine Rolle spielt, obwohl die Quasiimpulsverteilung der Atome in
den Experimenten mit ∆k = 0.27 kL nicht sehr viel schmaler als die Ausdehnung
der ersten Brillouinzone von 2 kL ist (Abb. 4.3(d)). Die Dynamik der Atome wird
nur entlang des Wellenleiters in x-Richtung beschrieben, über die transversa-
len Freiheitsgrade wird integriert. Dies ist gerechtfertigt, da in Abwesenheit von
Nichtlinearität die Dynamik der einzelnen Freiheitsgrade entkoppelt ist.

Unter diesen Annahmen läßt sich das atomare Ensemble durch einen Dichte-
operator

ρ̂(t) =

∫ ∫
g(x1)h(k1)|Ax1,k1(t)〉〈Ax1,k1(t)| dx1dk1 (4.1)

beschreiben. Dabei ist

g(x1) =

√
2

π

1

λ
exp

[
−2(x1 − x0)

2

λ2

]
(4.2)

eine gaußförmige Wahrscheinlichkeitsverteilung im Ortsraum um x0 der Breite λ
und

h(k1) =

√
2

π

1

κ
exp

[
−2(k1 − k0)

2

κ2

]
(4.3)

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung der Quasiimpulse um k0 der Breite κ. Beide
Verteilungen sind in Abwesenheit von Wechselwirkungen der Atome untereinan-
der zeitunabhängig. Die Dynamik ist in den Einhüllenden der einzelnen Wellen-
pakete enthalten: Jedes einzelne Atom wird durch eine Einhüllende Ax1,k1(x, t) =
〈x|Ax1,k1(t)〉 am Ort x1 mit Quasiimpuls k1 beschrieben, die zu Beginn der Pro-
pagation (t = 0) gaußförmig ist:

Ax1,k1(x, 0) =

(
2

π

)1/4
1√
σ

exp

[
−(x− x1)

2

σ2
+ ik1(x− x1)

]
. (4.4)

Die Breiten σ, λ und κ der verschiedenen Verteilungen werden so gewählt, daß
die Bedingungen

∆x2 = σ2 + λ2 und ∆k2 =
4

σ2
+ κ2 (4.5)
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erfüllt sind. Diese Wahl garantiert, daß zur Zeit t = 0 die im Rahmen des theo-
retischen Modells angenommene Dichteverteilung der Atome ρ(x, 0) = 〈x|ρ̂(0)|x〉
mit der experimentell bestimmten Verteilung n(x, 0) der Breite ∆x übereinstimmt
(vgl. Abb. 4.1). Ebenso entspricht die Quasiimpulsverteilung 〈k|ρ̂(0)|k〉 im theo-
retischen Modell dann der gemessenen Verteilung w(k) der Breite ∆k. Die An-
fangsbedingungen werden also durch die experimentell bestimmten Verteilungen
festgelegt.

Zur Beschreibung der Dynamik der Atome wird nun x0 mit der Anfangsposi-
tion der atomaren Wolke und k0 mit dem zentralen Quasiimpuls der Atome nach
der Präparation im optischen Gitter identifiziert, d.h. der Präparationsprozeß
wird vernachlässigt. Der Dichteoperator zur Zeit t wird dann berechnet, indem
die Einhüllenden Ax1,k1(x, 0) mit der Dispersionsrelation im niedrigsten Energie-
band des Gitters, E0(k), propagiert werden:

Ax1,k1(x, t) =
1√
2π

∫
Ax1,k1(k, 0)e−

i
h̄

E0(k)teikx dk. (4.6)

Dabei sind Ax1,k1(k, 0) die Fouriertransformierten der Einhüllenden zur Zeit t = 0.
Im Rahmen der Näherung konstanter effektiver Masse würde die Propagation

wie in Abschnitt 1.2.2 diskutiert mit einer Entwicklung von E0(k) bis zum qua-
dratischen Term durchgeführt (Gl. 1.12). Da die Quasiimpulsverteilung w(k) der
Atome im Experiment relativ breit ist, müssen hier jedoch höhere Terme in der
Entwicklung berücksichtigt werden, ansonsten können die beobachteten Formen
der atomaren Dichteverteilung nicht beschrieben werden. Da die Bandstruktur
für gegebenes V0 numerisch bestimmt werden kann (vgl. Abschnitt 1.5.1), wird
hier mit dem vollständigen Ausdruck für E0(k) propagiert. Dennoch ist die Be-
schreibung nicht exakt: wie in der effektive-Masse-Näherung werden alle Atome
durch die selbe Gitterfunktion u0,k0(x) beschrieben. Die atomaren Wellenfunk-
tionen sind durch Ψx1,k1(x) = u0,k0(x)Ax1,k1(x) gegeben. Dem liegt die Annahme
zugrunde, daß die Abhängigkeit von u0,k(x) vom Quasiimpuls k vernachlässigt
werden kann, obwohl eine solche Näherung für E0(k) nicht gemacht werden kann.

Eine zweite Bemerkung betrifft die Wahl der Breiten σ, λ und κ nach den
Bedingungen 4.5. Obwohl diese Parameter durch 4.5 nicht eindeutig bestimmt
sind, ist die Dichteverteilung der Atome ρ(x, t) unabhängig vom Wert der Breiten,
solange 4.5 erfüllt und alle Anfangsverteilungen gaußförmig sind. Wird außerdem
die Breite σ der Einhüllenden so gewählt, daß σ � λ und 2/σ � κ, dann ist
ρ(x, t) auch nahezu unabhängig von der genauen Form der Einhüllenden A(x, 0).

Mit diesen Einschränkungen ist die Dynamik der atomaren Ensembles im
Rahmen des hier vorgestellten Modells durch die Modulationstiefe V0 des peri-
odischen Potentials, die Positionen x0 und k0 der Anfangsverteilungen im Orts-
und Quasiimpulsraum sowie deren Breiten ∆x und ∆k vollständig bestimmt. Alle
diese Parameter können mit einer relativen Standardabweichung von rund 10 %
gemessen bzw. mit entsprechender Genauigkeit experimentell eingestellt werden
(vgl. Messungen in Abb. 4.1 und 4.2). Bis auf diese 10 % Toleranz enthält die
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Theorie keine freien Parameter. In Abb. 4.3 ist die berechnete Dichteverteilung
ρ(x, t) für verschiedene Werte von V0 und k0 zusammen mit der gemessenen Ver-
teilung n(x, t) gezeigt. Die Übereinstimmung ist sehr gut.

4.5 Direkter Nachweis der

negativen effektiven Masse

Im theoretischen Teil dieser Diplomarbeit (Abschnitt 1.1.2) wurde die Idee des
Dispersionsmanagements anhand eines gaußförmigen Wellenpakets erläutert. Die
effektive Masse wurde als ein Parameter vorgestellt, mit dem das Auseinander-
fließen der Wellenpakete kontrolliert werden kann. Dies soll hier experimentell
demonstriert werden, indem Vorzeichen und Betrag von meff während der Pro-
pagation der Wellenpakete verändert werden. Dadurch wird gleichzeitig ein di-
rekter Nachweis des negativen Vorzeichens der effektiven Masse am Rand der
Brillouinzone erbracht.

Damit das Experiment im Rahmen der Näherung konstanter effektiver Masse
interpretiert werden kann, wird die Modulationstiefe des periodischen Potentials
mit V0 = 2.3 Er relativ groß gewählt. Abb. 4.4(a) zeigt das Wellenpaket zum
Zeitpunkt t = 0 in diesem Potential. Seine Breite ist ∆x(0) = 31 µm. Nun wird
das Wellenpaket für t = 30 ms bei unterschiedlichen Werten von meff propagiert.
Es werden dabei genau die in Abb. 1.2 dargestellten Fälle realisiert:

• Nach 30 ms Propagation mit meff = 1.2 m im Zentrum der Brillouinzone
zerfließt das Wellenpaket auf eine Breite von ∆x(t) = 56µm (Abb. 4.4(b)).
Theoretisch würde man bei einer Quasiimpulsverteilung mit ∆k = 0.27 kL

eine Breite von ∆x(t) =
√

(∆x(0))2 + (h̄∆kt/meff )2 = 50 µm erwarten.

• Am Rand der Brillouinzone ist meff = −0.4 m, das Wellenpaket zerfließt
schneller (Abb. 4.4(c)). Die gemessene Breite ist ∆x(t) = 116 µm, theore-
tisch würden 123µm erwartet. Sowohl positive als auch negative Werte von
meff führen also zu einem Zerfließen des Wellenpakets.

• In Abb. 4.4(d) wurde das Vorzeichen der effektiven Masse während der
Propagation umgekehrt. Dies kehrt auch die Dynamik der Atome um: das
Wellenpaket fließt wieder zusammen und erreicht nach insgesamt 30 ms
Propagation seine Anfangsgröße. Die Dispersion mit positiver und negati-
ver Masse heben sich gegenseitig auf. Da der Betrag der effektiven Masse
am Rand der Brillouinzone kleiner als im Zentrum ist, ist dort auch die
Dynamik schneller. Das Zusammenfließen braucht nur rund 9 ms, während
das Wellenpaket zuvor 21 ms im Zentrum der Brillouinzone auseinander
geflossen ist. Dies entspricht nicht ganz dem erwarteten Verhältnis von
|meff (0)/meff (kL)| = 3 aufgrund der unterschiedlichen effektiven Massen.
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Abbildung 4.4 : Dispersionsmanagement für Materiewellen durch Kontrolle von Be-
trag und Vorzeichen der effektiven Masse. Gezeigt ist jeweils ganz links das Absorp-
tionsbild der Atome, in der Mitte die durch Integration in z-Richtung bestimmte ato-
mare Dichteverteilung entlang des Wellenleiters n(x, t) sowie rechts die Werte von meff

während der Propagation. (a) Gaußförmiges Anfangswellenpaket der halben e−2-Breite
31 µm. (b) Wellenpaket nach 30 ms Propagation im Zentrum der Brillouinzone. Das
Wellenpaket ist auseinander geflossen, die Breite beträgt nun 56 µm. (c) Wellenpaket
der Breite 116 µm nach 30 ms Propagation am Rand der Brillouinzone. Da |meff | hier
kleiner als im Zentrum der Brillouinzone ist, zerfließt das Wellenpaket schneller. (d)
Nach 18.6 ms Propagation im Zentrum der Brillouinzone (meff > 0) wird das Wellenpa-
ket innerhalb von 2.6 ms am Rand der Brillouinzone präpariert. Nach weiteren 8.8 ms
der Propagation mit meff < 0 refokussiert das Wellenpaket und erreicht mit 30µm wie-
der seine Ausgangsbreite. Die Atomzahl in den atomaren Wolken schwankt von Schuß
zu Schuß um ∼ 40 %. Die Position in x-Richtung ist auf das bewegte Bezugssystem des
optischen Gitters bezogen.
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Dieses Experiment zeigt, daß das periodische Potential erfolgreich zur Kontrolle
der Dispersion der Wellenpakete eingesetzt werden kann. Gleichzeitig wird das
Konzept der effektiven Masse, das aus jedem Lehrbuch zur Festkörperphysik
bekannt ist, mit Atomen im optischen Gitter direkt veranschaulicht. Der Einfluß
des Vorzeichens der effektiven Masse auf die

”
Richtung“ der Dynamik ist evident

(vgl. Abschnitt 1.1.2).

4.6 Was ist neu an diesen Experimenten?

Die Dynamik von Materiewellen in optischen Gittern wurde in den letzten Jah-
ren von mehreren Forschungsgruppen untersucht. Im Zusammenhang mit die-
ser Diplomarbeit sind insbesondere die Experimente zu Transportprozessen mit
thermischen Atomen [RSN97] und Bose-Einstein Kondensaten [MMC+01] von
Bedeutung. In den zitierten Arbeiten konnten Phänomene der Festkörperphysik
wie Bloch-Oszillationen und Landau-Zener-Tunneln mit Hilfe von Atomen in den
experimentell gut kontrollierbaren optischen Gittern erstmals direkt beobachtet
werden. Dazu wurden kalte Atome für kurze Zeit einem beschleunigten optischen
Gitter ausgesetzt. Da die Atome entweder in einer dreidimensionalen Falle einge-
schlossen waren oder sich im freien Fall befanden, war die Wechselwirkungszeit
mit dem Gitter auf wenige Millisekunden begrenzt. Nach dem Ausschalten des
Gitters wurde die Impulsverteilung der Atome durch geschwindigkeitsselektive
Raman-Übergänge oder die time-of-flight Methode gemessen. Aus der Impuls-
verteilung konnte dann auf die Dynamik des Schwerpunkts der Wellenpakete im
optischen Gitter zurückgeschlossen werden.

In den Experimenten dieser Diplomarbeit kann die Dynamik der Materiewel-
len dagegen direkt im Ortsraum beobachtet werden, während sich die Atome noch
im optischen Gitter befinden. Die Propagationszeit im Gitter kann bis zu einigen
Hundert Millisekunden betragen, da die Atome in einem Wellenleiter gegen die
Gravitation gehalten werden. Dies ermöglicht es, erstmals auch die Dispersion
der Einhüllenden der Wellenpakete im optischen Gitter zu beobachten und über
die effektive Masse zu kontrollieren. Mit dem Ziel, das Gitter zur kontrollierten
Manipulation der Dispersion einzusetzen, gehen die Experimente dabei ebenfalls
über die in den Systemen der Festkörperphysik gegebenen Möglichkeiten hinaus
und stehen eher in der Tradition der Faseroptik [LKC80, ES96]. Nachdem in
diesem Kapitel Dispersionsmanagement im linearen Regime demonstriert wurde,
soll diese Technik nun zur Untersuchung von nichtlinearen Effekten eingesetzt
werden.
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Kapitel 5

Nichtlineare Effekte:
Atomare Gittersolitonen

In diesem Kapitel werden Experimente vorgestellt, bei denen Dispersionsmana-
gement auf ein Bose-Einstein Kondensat im atomaren Wellenleiter angewandt
wurde. Durch die Präparation des Kondensats mit negativer effektiver Masse
konnte das Auseinanderfließen des atomaren Wellenpakets verhindert werden,
obwohl die Wechselwirkung zwischen den Atomen im Kondensat repulsiv ist.
Dies ist ein starker Hinweis auf die Entstehung von atomaren Gittersolitonen. In
einer numerischen Simulation der Dynamik des Kondensats im periodischen Po-
tential wurde für die Parameter des Experiments ebenfalls die Entstehung eines
Gittersolitons beobachtet. Die Erzeugung der Gittersolitonen im Experiment war
mit der in Abschnitt 5.1.1 beschriebenen Methode nicht sehr reproduzierbar. Ein
Grund könnte der große Anteil thermischer Atome im Wellenleiter sein, die beim
Umladen der Kondensate aus der Magnetfalle entstanden. Daher wurden in einem
weiteren Experiment reine Kondensate im Wellenleiter erzeugt, indem Verdamp-
fungskühlung in der gekreuzten Dipolfalle durchgeführt wurde. Nach Präparation
des Kondensats im optischen Gitter konnten so reproduzierbare Experimente zu
Gittersolitonen durchgeführt werden.

5.1 Erste Experimente zu Gittersolitonen

Im folgenden soll die erste Generation von Experimenten zu atomaren Gitterso-
litonen vorgestellt werden. In den Experimenten wurde die im theoretischen Teil
dieser Arbeit (Kapitel 1) formulierte Strategie zur Erzeugung der Gittersolito-
nen in schwachen periodischen Potentialen (V0 ' Er) verfolgt. Die wesentlichen
Anforderungen an das Experiment sind hier noch einmal dargestellt:

1. Die Ausdehnung σx der atomaren Wellenpakete muß groß gegenüber der
Periode des optischen Gitters sein (vgl. Abschnitt 1.2.2). Im Experiment

93
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ist die Anfangsgröße typischerweise σx ' 20µm und diese Bedingung damit
erfüllt.

2. Die Wellenpakete müssen adiabatisch am Rand der Brillouinzone (k0 = kL)
mit negativer effektiver Masse präpariert werden (Abschnitt 1.2.3). Die Ex-
perimente in Kapitel 4 haben gezeigt, daß dies möglich ist. Lediglich der
unkontrollierte Impulsübertrag beim Abschalten der Magnetfalle verursach-
te noch Probleme.

3. Der Einschluß der Atome entlang des Wellenleiters sollte vernachlässigbar
sein. Dies ist angesichts der gemessenen longitudinalen Fallenfrequenz von
2.7 Hz (Abschnitt 3.4.1) nur für Propagationszeiten im Bereich von einigen
zehn Millisekunden der Fall.

4. Im Grundzustand des Wellenleiters müssen Kondensate mit kleiner Atom-
zahl präpariert werden. Dies ist notwendig, um die Bedingungen für Ein-
dimensionalität (Abschnitt 1.3.3) und die Einschränkung der Dynamik auf
das niedrigste Energieband (Abschnitt 1.4.1) zu erfüllen. Konkret bedeu-
tet dies, daß die Atomzahl für typische Parameter des Experiments (σx '
20 µm, ω⊥ ' 2π × 130 Hz) nicht wesentlich größer als Nt ∼ 5× 103 Atome
sein sollte.

5. Soll ein Soliton erster Ordnung erzeugt werden, muß nach Abschnitt 1.4.2
die Atomzahl mit Nt ∼ 102 noch rund eine Größenordnung geringer sein.

6. Das Kondensat sollte möglichst rein sein, um eine Störung der Dynamik
durch Wechselwirkung mit thermischen Atomen zu vermeiden. Der Einfluß
thermischer Atome ist in der auf der Gross-Pitaevskii Gleichung basieren-
den Theorie aus Kapitel 1 nicht enthalten.

In unserem Experiment stellen die letzten vier Bedingungen die größte Heraus-
forderung dar, wie im folgenden deutlich wird.

5.1.1 Präparation der Atome

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Experimente wurden mit dem Aufbau aus
Kapitel 2 durchgeführt. Der Nd:YAG-Laser diente als Wellenleiter für die Atome,
das optische Gitter wird durch die reskalierten Größen kα

L, Eα
r und vα

r aus Ab-
schnitt 2.4.3 beschrieben. Das Bose-Einstein Kondensat wurde gemäß Kapitel 3
durch Verdampfungskühlung in der Magnetfalle hergestellt und in den Wellenlei-
ter umgeladen. Dabei war die zweite Dipolfalle noch nicht verfügbar, d.h. die in
Abschnitt 3.4 diskutierten Probleme durch den Impulsübertrag beim Abschalten
der Magnetfalle bestanden nach wie vor. Wie in den Experimenten zum Dis-
persionsmanagement im linearen Regime (Kapitel 4) wird daher zwischen dem
durch kexp charakterisierten Bewegungszustand des optischen Gitters und dem
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tatsächlichen Quasiimpuls k0 der Atome unterschieden, wobei in den hier vor-
gestellten Experimenten |k0 − kexp| ≤ 0.2 kα

L ist. Die Präparation der Atome im
optischen Gitter erfolgte wie in den Abschnitten 1.2.3 und 1.6.2 beschrieben.

Die Atomzahl im Bose-Einstein-Kondensat wurde kontrolliert, indem die End-
frequenz fend der RF-Frequenzrampe im letzten Schritt der Verdampfungskühlung
variiert wurde (vgl. Abschnitt 3.3.1). Auf diese Weise lassen sich in unserem Ex-
periment Kondensate mit Nt ' 2 × 103 Atomen herstellen, in den Wellenleiter
umladen und zuverlässig über Absorptionsabbildung nachweisen. Die Atomzahl
Nt fluktuiert dabei jedoch umso stärker, je kleiner Nt ist. Für Nt ' 2 × 103

schwankt die Atomzahl von Schuß zu Schuß um einen Faktor 2–3. Kondensate
mit Atomzahlen in der Größenordnung von Nt ∼ 102 konnten nicht zuverlässig
generiert werden. Die hier angegebenen Werte für Nt beziehen sich dabei im-
mer auf die gesamte Atomzahl von Kondensat und einem eventuell vorhandenen
thermischen Anteil nach dem Umladen in den Wellenleiter.

Die realisierbaren Atomzahlen liegen an der Grenze dessen, was nach Bedin-
gung 4 des letzten Abschnitts zulässig ist. Für ein Soliton erster Ordnung im
niedrigsten Energieband ist die Atomzahl dagegen deutlich zu hoch (vgl. Bedin-
gung 5). Zusätzlich muß mit einem großen Anteil thermischer Atome im Wel-
lenleiter gerechnet werden, wie die in Abb. 3.5 und 3.6 dargestellten Messungen
zeigen. Trotz dieser experimentellen Probleme wurden im Experiment starke Hin-
weise auf die Entstehung von atomaren Gittersolitonen beobachtet.

5.1.2 Ein Wellenpaket, das nicht zerfließt

Um den Einfluß des optischen Gitters auf die nichtlineare Dynamik der Bose-
Einstein Kondensate zu untersuchen, wurde die Propagation der Atome am Rand
der Brillouinzone mit der im Zentrum der Brillouinzone verglichen. In Abb. 5.1
sind Absorptionsbilder der Atome zu unterschiedlichen Zeiten nach der Präparation
im optischen Gitter gezeigt. Während die Breite des atomaren Wellenpakets
im Zentrum der Brillouinzone mit der Zeit deutlich sichtbar zunimmt (Abb.
5.1(a),(c)), zeigt das Wellenpaket am Rand der Brillouinzone keine Dispersion
(Abb. 5.1(b),(d)). Die Modulationstiefe des optischen Gitters war dabei mit
V0 ' Eα

r im Zentrum und am Rand der Brillouinzone gleich. Dieses Verhalten
steht in starkem Kontrast zu den Messungen im linearen Regime aus Kapitel 4:
Dort war die Dispersion am Rand der Brillouinzone deutlich stärker als im Zen-
trum (k0 = 0), bedingt durch den kleineren Betrag der effektiven Masse bei
k0 = kα

L.
Das Ausbleiben der Dispersion für Bose-Einstein Kondensate am Rand der

Brillouinzone ist ein deutliches Anzeichen für nichtlineare Dynamik und die Ent-
stehung von Gittersolitonen. Am Rand der Brillouinzone ist die Dispersion an-
omal (meff < 0) und kann daher durch die repulsive Nichtlinearität (g > 0)
kompensiert werden (vgl. Abschnitt 1.4.2). Dies äußert sich darin, daß die Breite
des Wellenpakets auch nach 40 ms Propagationszeit nicht zugenommen hat. Im
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Abbildung 5.1 : Nichtlineare Dynamik der Atome in einem periodischen Potential
der Modulationstiefe V0 ' Eα

r in Abhängigkeit vom Quasiimpuls k0. (a) Absorptions-
bilder der Atome nach unterschiedlichen Propagationszeiten im Zentrum der Brillouin-
zone (k0 ' kexp = 0). Die Atomzahl im obersten Bild ist Nt = 5 × 103, in den beiden
unteren Bildern Nt = 1× 104. (b) Absorptionsbilder nach Propagation der Atome am
Rand der Brillouinzone mit Propagationszeiten wie in (a). Das optische Gitter bewegt
sich im Laborsystem nach rechts, die Atome bewegen sich aufgrund von vg(kα

L) = 0
mit dem Gitter mit. Die Bilder wurden anhand der Position der Atome relativ zum
optischen Gitter selektiert, so daß in allen Bildern k0 ' kα

L ist. Der Wert von kexp und
damit die Geschwindigkeit des Gitters im Laborsystem unterscheidet sich leicht. Die
Atomzahl ist im oberen Bild Nt = 5 × 103, im mittleren Bild Nt = 3 × 103 und im
unteren Bild Nt = 8× 103. (c) Schnitte in x-Richtung durch die Bilder aus (a). σx ist
die halbe e−2-Breite eines Gauß-Fits an die Daten. (d) Schnitte in x-Richtung durch
die Bilder aus (b). In den beiden unteren Bildern ist um das Wellenpaket herum ein
breiterer Untergrund zu erkennen, daher wurde die Breite σx des Wellenpakets durch
einen bimodalen Gauß-Fit an die Daten bestimmt. Die Position in x-Richtung ist bei
allen Bildern im Laborsystem angegeben.
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Zentrum der Brillouinzone ist eine solche Kompensation nicht möglich. Dort ist
die Dispersion normal (meff > 0) und die Wellenpakete zerfließen.

Leider waren die hier dargestellten Ergebnisse nicht sehr reproduzierbar. Für
identische experimentelle Parameter wurde nur in ca. 30 % der Fälle beobachtet,
daß die Wellenpakete am Rand der Brillouinzone nicht zerfließen. Im Zentrum der
Brillouinzone trat dieser Fall jedoch nie auf, es wurde immer Dispersion beobach-
tet. Die meisten Messungen wurden dabei mit Propagationszeiten von 20–40 ms
durchgeführt. Für längere Propagationszeiten wurde auch am Rand der Brillouin-
zone ein Zerfließen der Wellenpakete beobachtet. Bei kürzeren Propagationszeiten
ist die gemessene Größe des Wellenpakets noch zu stark von der Anfangsgröße
dominiert und es kann noch keine Aussage über die Dispersion getroffen werden.
Die Wellenpakete am Rand der Brillouinzone wiesen in den Absorptionsbildern
zudem oft einen starken Hintergrund auf, was die Analyse der Daten zusätzlich
erschwerte. Auch in Abb. 5.1(d) ist dieser Hintergrund ansatzweise zu erkennen.
Eine mögliche Erklärung für den Hintergrund sind thermische Atome im Wellen-
leiter oder das

”
Abstrahlen“ eines Teils der Atome, wie es in den Simulationen

aus Abschnitt 5.1.3 auftritt.
Es gibt mehrere mögliche Ursachen für die schlechte Reproduzierbarkeit der

Experimente und die Tatsache, daß für Propagationszeiten über 40 ms immer
Dispersion beobachtet wurde. Einerseits wird nach dem Umladen aus der Ma-
gnetfalle ein hoher Anteil thermischer Atome im Wellenleiter beobachtet, der die
Propagation eines Gittersolitons stören könnte. Unter Umständen wird auch das
Kondensat selbst beim Umladen transversal angeregt. Andererseits schwankt die
Atomzahl von Schuß zu Schuß. Dies ist auch in Abb. 5.1 zu erkennen. Die Atom-
zahlen in den Bildern liegen zwischen Nt = 3 × 103 und Nt = 1 × 104. Zu hohe
Atomzahlen führen jedoch zu starken Nichtlinearitäten und damit ebenfalls zu
transversalen Anregungen im Wellenleiter (vgl. Abschnitt 1.3.3). In zweidimensio-
nalen Simulationen wurde gezeigt, daß transversale Anregungen zur Instabilität
der Gittersolitonen führen können [Hil01]. Entsprechend wurde im Experiment
für Atomzahlen Nt > 2× 104 immer Dispersion beobachtet.

Neben der Atomzahl schwankt auch der Quasiimpuls k0 der Atome von Schuß
zu Schuß. Für einen gegebenen Wert von kexp muß daher erwartet werden, daß
die Atome nicht immer genau bei k0 = kα

L präpariert werden. Es ist denkbar,
daß die Bildung von Gittersolitonen kritisch vom genauen Wert von meff und
damit von k0 abhängt, obwohl die effektive Masse für V0 ' Eα

r in einem Bereich
0.8 kα

L ≤ k0 ≤ 1.2 kα
L um den Rand der Brillouinzone herum negativ ist. Der

Bereich annähernd konstanter effektiver Masse (|meff (k0)| < 2 |meff (kα
L)|) ist mit

0.9 kα
L < k0 < 1.1 kα

L noch schmäler. Hinzu kommt, daß sich das atomare Wel-
lenpaket im Laborsystem bewegt und daher gegen das longitudinale harmonische
Potential im Wellenleiter anläuft. Die dabei auf die Atome wirkende Kraft ver-
schiebt die Quasiimpulsverteilung des Wellenpakets im Laufe der Zeit vom Rand
der Brillouinzone weg. Selbst wenn die Atome zunächst bei k0 = kα

L präpariert
waren, werden sie nach einiger Zeit den Bereich mit meff > 0 erreichen. Auch
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dies könnte eine Erklärung dafür sein, daß für Propagationszeiten über 40 ms
immer Dispersion beobachtet wurde. Bereits vorher wird erwartet, daß ein Teil
der Atome aus dem Gittersoliton abgestrahlt wird, da sich |meff | und damit die
Stärker der Dispersion ändert.

Aufgrund der beschriebenen Schwierigkeiten waren systematische Messungen
mit dem hier verwendeten experimentellen Aufbau nicht möglich. In Abschnitt 5.2
werden neuere Ergebnisse zu Gittersolitonen in einem optimierten Aufbau dar-
gestellt.

5.1.3 Diskussion und numerische Simulation

Trotz der schlechten Reproduzierbarkeit der Experimente sollen die Beobachtun-
gen aus Abb. 5.1 mit den Erwartungen der Theorie aus Kapitel 1 verglichen
werden. Für die Parameter des Anfangswellenpakets (Nt = 5× 103, σx = 23 µm)
ist die lineare atomare Dichte entlang des Wellenleiters 170 Atome/µm. Damit
ist die Nichtlinearität im Anfangswellenpaket zwar rund sechs mal kleiner als die
Bandlücke ∆E ' V0/2 (Gl. 1.35 mit V0 = Eα

r , ω⊥ = 2π × 130 Hz), jedoch rund
zwei mal so groß wie die transversale Oszillatorenergie h̄ω⊥ (Gl. 1.30). Daher
muß unter Umständen mit transversalen Anregungen im Wellenleiter gerechnet
werden.

Befinden sich alle 5 × 103 Atome im Kondensat, so würde nach Gl. 1.40 die
Entstehung eines Gittersolitons der Ordnung N ' 12 erwartet. Selbst bei einem
großen thermischen Anteil in der atomaren Wolke ist N � 1. Die Entstehung
eines Solitons der Ordnung N � 1 ist jedoch im Rahmen der in Kapitel 1 vor-
gestellten Theorie unrealistisch. Solitonen höherer Ordnung gehen zu Anfang der
Propagation durch eine Phase starker Kompression (vgl. 1.7(c)). Dabei verbrei-
tert sich das Spektrum der Quasiimpulse und die Nichtlinearität im Zentrum
des Wellenpakets nimmt stark zu. Dies führt zu transversalen Anregungen im
Wellenleiter, zu einer Kopplung der Energiebänder über die Energielücke hin-
weg und zum Zusammenbruch der Näherung konstanter effektiver Masse. Die
Voraussetzungen für eine Beschreibung im Rahmen der in Kapitel 1 vorgestellten
Theorie sind damit nicht mehr gegeben.

Es ist jedoch möglich, die Dynamik des Bose-Einstein Kondensats im peri-
odischen Potential numerisch zu simulieren. Die in Abschnitt 1.5.2 vorgestell-
ten Simulationen sind von den Voraussetzungen der effektive-Masse-Theorie un-
abhängig, ebenso wurden keine Einschränkungen bezüglich der Kopplung von
Energiebändern gemacht. Lediglich die Voraussetzung des transversalen Einschlus-
ses im Grundzustand des Wellenleiters muß bei den hier vorgestellten eindimen-
sionalen Simulationen noch gemacht werden.

Abb. 5.2 zeigt das Ergebnis einer numerischen Simulation mit den in diesem
Abschnitt genannten Parametern des Experiments. Während das Wellenpaket im
Zentrum der Brillouinzone normale Dispersion zeigt (Abb. 5.2(a)), ist die Dyna-
mik am Rand der Brillouinzone komplizierter (Abb. 5.2(b)): Zunächst geht das
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Abbildung 5.2 : Eindimensionale Simulation der Dynamik eines Bose-Einstein Kon-
densats im optischen Gitter (vgl. Abschnitt 1.5.2) für die Parameter des Experiments
aus Abb. 5.1 (Nt = 5×103, σx = 23µm, V0 = Eα

r , ω⊥ = 2π×130 Hz). Zum Vergleich mit
dem Experiment wurden die Wellenfunktionen in der Darstellung mit der Auflösung der
Absorptionsabbildung von 9µm geglättet. Daher sind die Oszillationen der Blochfunk-
tionen nicht zu erkennen. (a) Einhüllende des Wellenpakets für unterschiedliche Pro-
pagationszeiten im Zentrum der Brillouinzone nach Ende des Präparationsprozesses.
Das Wellenpaket zerfließt. (b) Wellenpaket bei Propagation am Rand der Brillouin-
zone. Nach einer anfänglichen Phase der Kompression bildet ein Teil der Atome ein
Gittersoliton, das sich mit vg(kα

L) = 0 bewegt. Die restlichen Atome befinden sich in
Wellenpaketen um das Gittersoliton herum. Die Position in x-Richtung ist im Labor-
system angegeben. Die gestrichelten Linien markieren die Position von Atomen mit
vg = −vmax

g , vg = 0 und vg = +vmax
g , wobei vmax

g = 0.65 vα
r die maximale Gruppenge-

schwindigkeit in einem periodischen Potential mit V0 = Eα
r ist.
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Wellenpaket durch eine Phase der Kompression. Danach bildet ein Teil der Atome
ein Gittersoliton, das sich mit vg = 0 mit dem Gitter mitbewegt. Die restlichen
Atome befinden sich in langsam zerfließenden Wellenpaketen um das Gittersoli-
ton herum. Während die Struktur dieser zerfließenden Wellenpakete sehr stark
von der genauen Wahl der Simulationsparameter abhängt, wurde die Ausbildung
von Gittersolitonen in den Simulationen für einen weiten Parameterbereich beob-
achtet. Dabei traten für bestimmte Parameter auch mehrere Gittersolitonen auf.
Dies kann auf das Phänomen der Modulationsinstabilität zurückgeführt werden
[Agr95, CEL02].

Während der anfänglichen Kompression des Wellenpakets wird die nicht-
lineare Energie größer als die Bandlücke (die maximale Dichte der Atome ist
noch deutlich höher als in Abb. 5.2(b) zu sehen ist, da das Wellenpaket für
die Darstellung mit der Auflösung der Absorptionsabbildung im Experiment
geglättet wurde). Daher ist es wahrscheinlich, daß die anomale Dispersion des
Gittersolitons nicht durch die negative effektive Masse im niedrigsten Energie-
band hervorgerufen wird, sondern durch die Kopplung der Energiebänder über
die Energielücke hinweg. Eine theoretische Beschreibung müßte daher im Rah-
men einer sog.

”
coupled-mode“-Theorie möglich sein (vgl. Abschnitt 1.4.4 und

[SZ98, ZPMW99]).

Die Gittersolitonen sind in den Simulationen auch für lange Propagationszei-
ten stabil. Im Experiment kann damit nicht gerechnet werden, da die im Laufe
der Propagation auftretenden Nichtlinearitäten zu transversalen Anregungen im
Wellenleiter führen. In dieser Hinsicht sind eindimensionale Simulationen nicht
realistisch. Um das Experiment noch realistischer zu simulieren, werden derzeit
zweidimensionale Simulationen durchgeführt (siehe auch [Hil01]). Auch das lon-
gitudinale Potential im Wellenleiter kann zu Instabilitäten führen.

5.2 Dispersionsmanagement mit einem reinen

Kondensat im Wellenleiter

In den bisher beschriebenen Experimenten zu atomaren Gittersolitonen (Ab-
schnitt 5.1.2) trat eine Reihe von Problemen auf, die zu einer schlechten Re-
produzierbarkeit der Ergebnisse führten. Um diese Probleme zu lösen und so
die Reproduzierbarkeit der Experimente zu verbessern wurde die Prozedur zur
Präparation der Bose-Einstein Kondensate im Wellenleiter verändert. In diesem
Abschnitt wird kurz auf die Erzeugung reiner Bose-Einstein Kondensate im Wel-
lenleiter nach dem derzeit verwendeten Schema eingegangen. Erste Ergebnisse
zur Erzeugung atomarer Gittersolitonen mit diesem Schema werden vorgestellt.
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Aktion Dauer B′
q[G/cm] B0[G] fRF [MHz] P1[mW] P2[mW]

COD-Evap. 29 s 240 46 → 4.8 – – –
RF-Evap. 8 s 240 4.8 7.5 → 4.5 – –
X-DT an 1 s 240 4.8 – 0 → 620 0 → 50
MT aus 900 ms 240 → 0 4.8 – 620 50

Evap. in X-DT 5 s – 4.8 – 620 → 460 50 → 20
Entsp. Dipol 2 400 ms – 5.6 – 460 → 500 20 → 10

Dipol 2 aus ∼ 1 µs – 5.6 – 500 10 → 0

Tabelle 5.1 : Verdampfungskühlung zum BEC unter Einsatz der gekreuzten Dipol-
falle (X-DT, Details zum Aufbau der Dipolfallen in Abschnitt 2.4). Gezeigt sind die
Werte für Quadrupol-Magnetfeldgradient B′

q, Bias-Feld B0, Frequenz der RF-Strahlung
fRF sowie die Leistung in den beiden Dipolfallen, P1 und P2, während der einzelnen
experimentellen Schritte: Zunächst werden COD-Evaporation und RF-Evaporation in
der Magnetfalle (MT) durchgeführt (analog zum Vorgehen in Kapitel 3). Dann wer-
den die noch thermischen Atome in die gekreuzte Dipolfalle umgeladen. Dazu wird die
X-DT adiabatisch angeschaltet und anschließend die MT adiabatisch ausgeschaltet. Im
nächsten Schritt wird durch Absenkung der Leistung in den Laserstrahlen in der X-DT
Verdampfungskühlung zum BEC durchgeführt. Anschließend wird die Dipolfalle 2 wei-
ter entspannt um die Größe des Anfangswellenpakets einzustellen. Am Schluß wird die
Dipolfalle 2 rasch abgeschaltet.

5.2.1 Präparation der Atome

Um die in Abschnitt 5.1.2 genannten experimentellen Probleme zu lösen, wurde
zunächst die zweite Dipolfalle aufgebaut (siehe Abschnitt 2.4.2). Damit besteht
die Möglichkeit, die Atome in einer gekreuzten Dipolfalle in drei Dimensionen ein-
zuschließen. Dann wurde ein Schema zur Verdampfungskühlung in der gekreuzten
Dipolfalle implementiert (vgl. Abschnitt 3.2). Tabelle 5.1 zeigt die Änderung der
wichtigsten experimentellen Parameter während der Verdampfungskühlung. Auf
diese Weise konnte Bose-Einstein Kondensation direkt im optischen Potential
erreicht werden.

Dieses neue Schema zur Präparation der Bose-Einstein Kondensate im Grund-
zustand des Wellenleiters löst zwei Hauptprobleme der bisherigen Experimente:

• Es konnten erstmals reine Bose-Einstein Kondensate im Wellenleiter prä-
pariert werden. Dies ist aus Abb. 3.5(b) zu ersehen: In der Expansion der
Atome aus dem Wellenleiter ist kein Anteil thermischer Atome sichtbar. Im
alten Aufbau war beim Umladen des Kondensats in den Wellenleiter immer
ein großer Teil der Atome thermisch angeregt worden (Abb. 3.5(a)).

• Nach Erzeugung des Kondensats muß nur noch die zweite Dipolfalle abge-
schaltet werden, um die Materiewellen zur Propagation in den Wellenleiter
zu entlassen. Die Magnetfalle wird schon vor der Kondensation langsam
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abgeschaltet. Dadurch konnten die Probleme durch den unkontrollierten
Impulsübertrag beim schnellen Abschalten der Magnetfalle vermieden wer-
den (vgl. Abschnitt 2.4.2). Der zentrale Quasiimpuls k0 der Materiewellen
nach Präparation im optischen Gitter ist damit viel besser definiert.

Aufgrund dieser Vorteile waren die in diesem Abschnitt beschriebenen Experi-
mente reproduzierbar. Lediglich die Atomzahl in den Kondensaten schwankt nach
wie vor von Schuß zu Schuß um ca. 50 %. Die Erzeugung von Kondensaten mit
Atomzahlen Nt < 103 sind immer noch nicht möglich.

5.2.2 Neue Ergebnisse zu atomaren Gittersolitonen

Nachdem das Bose-Einstein Kondensat in der gekreuzten Dipolfalle erzeugt wur-
de, expandiert es nach Abschalten der zweiten Dipolfalle im Wellenleiter. Durch
die Nichtlinearität wird die anfänglich sehr schmale Impulsverteilung des Kon-
densats verbreitert und das atomare Wellenpaket expandiert im Wellenleiter sehr
schnell. In einer Messung der Expansion von Kondensaten mit Nt ' 1 × 104

Atomen im Wellenleiter wurde eine halbe e−2-Breite der Impulsverteilung von
∆p ∼ 0.5 h̄kα

L ermittelt. Auch bei dieser Messung war der Einschluß der Ato-
me in ein longitudinales Potential der Fallenfrequenz ω‖ = 2π × 2.9 Hz sichtbar
(vgl. Abschnitt 3.4.1). Der angegebene Wert für ∆p bezieht sich auf die Expan-
sion der Atome auf Zeitskalen t � 2π/ω‖, bevor das longitudinale Potential die
Impulsverteilung verändert.

Gleichzeitig mit dem Abschalten der zweiten Dipolfalle beginnt die Präpa-
ration im periodischen Potential, die dem in den Abschnitten 1.2.3 und 1.6.2
beschriebenen Schema folgt. Wie in der ersten Generation der Experimente zu
atomaren Gittersolitonen (Abschnitt 5.1.2) soll nun die Dynamik der Atome am
Rand der Brillouinzone mit der im Zentrum der Brillouinzone verglichen werden.

Abb. 5.3(a) zeigt Absorptionsbilder der Expansion von Bose-Einstein Konden-
saten mit Nt ' 5×103 Atomen im Wellenleiter. Die Atome befinden sich dabei im
Zentrum der ersten Brillouinzone eines periodischen Potentials der Modulations-
tiefe V0 ' 1.7 Eα

r . Das Materiewellenpaket zeigt Dispersion. In Abb. 5.4(a) ist für
die selben Absorptionsbilder die atomare Dichteverteilung entlang des Wellen-
leiters gezeigt: die Wellenpakete haben steile Flanken. Eine mögliche Erklärung
könnte die breite Quasiimpulsverteilung ∆k = ∆p/h̄ ∼ 0.5 h̄kα

L der Atome im
Gitter sein: auch bei Propagation im Zentrum der Brillouinzone macht sich be-
reits die Abweichung des niedrigsten Energiebandes E0(k) von einer quadrati-
schen Dispersionsrelation bemerkbar. In den Experimenten aus Abschnitt 5.1.2
waren solche Effekte nicht beobachtet worden. Dort war die Quasiimpulsvertei-
lung etwas schmäler. Eine andere mögliche Erklärung sind nichtlineare Effekte:
auch diese können bei normaler Dispersion zu steilen Flanken der Wellenpakete
führen (vgl. das Phänomen des

”
optical wave breaking“ in der Faseroptik mit

Laserpulsen [Agr95]).
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Abbildung 5.3 : Nichtlineare Dynamik eines Bose-Einstein Kondensats mit Nt '
5× 103 Atomen im periodischen Potential in Abhängigkeit vom Quasiimpuls k0. Es ist
immer derselbe Bildausschnitt im Laborsystem gezeigt. (a) Absorptionsbilder der Ato-
me nach unterschiedlichen Propagationszeiten im Zentrum der Brillouinzone (k0 = 0).
Das atomare Wellenpaket fließt mit der Zeit auseinander. Die Modulationstiefe des
Potentials ist V0 = 1.7 Eα

r . (b) Absorptionsbilder nach Propagation am Rand der
Brillouinzone (k0 = kα

L) mit Propagationszeiten wie in (a). Nach t = 10 ms ist das
Wellenpaket etwas schmaler als zu Beginn der Propagation. Danach expandiert das
Wellenpaket und man erkennt drei einzelne Spitzen der Dichteverteilung. Die mittlere
Spitze scheint sich vor dem Hintergrund der beiden anderen nach rechts zu bewegen.
Die Modulationstiefe des periodischen Potentials ist V0 = 1.1 Eα

r .
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Abb. 5.3(b) zeigt Absorptionsbilder von Bose-Einstein Kondensaten der sel-
ben Atomzahl bei Expansion am Rand der Brillouinzone. Zu Beginn der Propa-
gation komprimiert sich das Wellenpaket etwas. In der darauf folgenden Expan-
sion sind drei einzelne Spitzen der atomaren Dichteverteilung auf einem breiten
Hintergrund deutlich zu erkennen. In Abb. 5.4(b) sind die zugehörigen Dich-
teverteilungen in x-Richtung gezeigt. Die beiden äußeren Spitzen bewegen sich
mit maximaler Gruppengeschwindigkeit ±vmax

g im periodischen Potential. Daher
liegt die Interpretation nahe, daß es sich um Atome mit einem Quasiimpuls bei
|meff | = ∞ handelt. Bei |meff | = ∞ ist die Dispersion stark unterdrückt. Dieser
Effekt wurde auch schon im linearen Regime beobachtet (vgl. Abschnitt 4.3). Die
mittlere Spitze kann durch lineare Effekte nicht erklärt werden. Offenbar bewegt
sie sich zunächst mit vg ' 0, d.h. die betreffenden Atome haben einen Quasi-
impuls k0 ' kα

L am Rand der Brillouinzone und damit eine negative effektive
Masse. In der Spitze befinden sich rund 500 Atome, dies sind 10 % der gesamten
Atomzahl. Die Interpretation liegt nahe, daß es sich bei der mittleren Spitze um
ein Gittersoliton handelt.

Die Modulationstiefe des periodischen Potentials ist in Abb. 5.3(b) und 5.4(b)
mit V0 ' 1.1 Eα

r etwas niedriger als in Abb. 5.3(a) und 5.4(a). Dieser geringe
Unterschied äußert sich vor allem in etwas unterschiedlichen Werten für vmax

g . Er
kann jedoch nicht für das qualitativ unterschiedliche Verhalten der Kondensate
am Rand im Gegensatz zum Zentrum der Brillouinzone verantwortlich sein.

In Abb. 5.4(b) fällt auf, daß die mittlere Spitze im Laufe der Zeit nach rechts
beschleunigt wird. Dies könnte auf den Einfluß des longitudinalen Potentials im
Wellenleiter zurückzuführen sein. Experimentell wurde das Minimum des lon-
gitudinalen Potentials mit der Anfangsposition x0 der atomaren Wellenpakete
überlappt. Da sich das optische Gitter im Laborsystem in positive x-Richtung
bewegt und die Gruppengeschwindigkeit am Rand der Brillouinzone vg = 0 ist,
laufen die bei k0 = kα

L präparierten Atome in der mittleren Spitze gegen das lon-
gitudinale Potential an. Im Rahmen einer harmonischen Näherung des Potentials
wirkt auf die Atome also eine rücktreibende Kraft F (x) = −mω2

‖(x− x0), wobei
ω‖ die longitudinale Fallenfrequenz ist. Für Atome mit einer positiven effektiven
Masse würde dies zu einer Beschleunigung in negative x-Richtung führen. Da
die effektive Masse bei k0 = kα

L jedoch negativ ist, beschleunigt das Wellenpa-
ket in positive x-Richtung, entgegengesetzt zur wirkenden Kraft. Dies führt in
Übereinstimmung mit der experimentellen Beobachtung dazu, daß das Wellenpa-
ket nach einiger Zeit sichtbar schneller als das optische Gitter nach rechts läuft.
Diese Beobachtung ist ein weiteres Indiz dafür, daß die Atome in der mittleren
Spitze eine negative effektive Masse haben. Die Dynamik der beiden äußeren
Spitzen scheint dagegen durch das longitudinale Potential nicht beeinflußt zu
sein. Wenn es sich um Atome bei |meff | = ∞ handelt, ist dies zu erwarten: bei
|meff | = ∞ ändert sich die Gruppengeschwindigkeit in erster Näherung unter
dem Einfluß der Kraft nicht.
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Abbildung 5.4 : Schnitte in x-Richtung durch die Absorptionsbilder aus Abb. 5.3.
(a) Expansion im Zentrum der Brillouinzone (k0 = 0). Die Wellenpakete haben stei-
le Flanken. (b) Expansion am Rand der Brillouinzone (k0 = kα

L). Deutlich ist die
anfängliche Kompression des Wellenpakets und die darauf folgende Dynamik der drei
Spitzen atomarer Dichte vor einem breiten Hintergrund zu sehen. Während sich die
beiden äußeren Spitzen mit ±vmax

g im optischen Gitter bewegen, scheint die mittlere
Spitze nach rechts beschleunigt zu werden. Die gestrichelten Linien markieren die Po-
sition von Atomen mit vg = −vmax

g , vg = 0 und vg = +vmax
g , wobei vmax

g die maximale
Gruppengeschwindigkeit in einem periodischen Potential der Modulationstiefe V0 ist.
Die Linie für vg = 0 gibt gleichzeitig die Position des optischen Gitters im Laborsystem
an. Die durchgezogene Linie beschreibt die Bewegung x(t) des Schwerpunkts eines bei
k0 = kα

L präparierten Wellenpakets unter dem Einfluß eines im Laborsystem ruhenden
harmonischen Potentials (siehe Text). Die Position in x-Richtung ist bei allen Bildern
im Laborsystem angegeben.
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Etwas formaler kann die Bewegung eines Wellenpakets im optischen Gitter un-
ter dem Einfluß einer äußeren Kraft im Rahmen einer semiklassischen Näherung
beschrieben werden, wie sie in der Festkörperphysik für die Beschreibung der
Elektronendynamik verwendet wird [AM01]. Im Rahmen dieses Modells werden
der zentrale Quasiimpuls k0(t) und die Position xs(t) des Schwerpunkts eines
Wellenpakets im Bezugssystem des periodischen Potentials durch die Bewegungs-
gleichungen

h̄k̇0(t) = F (xs(t)) = −mω2
‖ (vl t + xs(t)− x0) (5.1)

ẋs(t) = vg (k0(t))

beschrieben. Im Ausdruck für die Kraft F (xs(t)) wurde dabei ein im Laborsystem
ortsfestes harmonisches Potential angenommen. vl bezeichnet die zeitlich konstan-
te Geschwindigkeit des optischen Gitters im Laborsystem. Die Position des Wel-
lenpakets im Laborsystem ist damit x(t) = vl t+xs(t). Die Bandstruktur im peri-
odischen Potential geht über die Gruppengeschwindigkeit vg (k0(t)) im niedrigsten
Energieband in die Gleichungen ein. Die Bewegungsgleichungen 5.1 wurden unter
Verwendung der numerisch bestimmten Bandstruktur (vgl. Abschnitt 1.5.1) in-
tegriert. Dabei wurden die experimentellen Parameter ω‖ = 2π× 2.9 Hz, vl = vα

r

und die Anfangsbedingungen k0(0) = kα
L, xs(0) = 0 verwendet. In Abb. 5.4(b) ist

die Trajektorie x(t) des Wellenpakets eingezeichnet. Sie stimmt annähernd mit
der Position der Atome in der mittleren Spitze überein.

Im semiklassischen Modell wird die Dispersion der Einhüllenden der Wellenpa-
kete vernachlässigt. Zum Vergleich mit dem Experiment muß jedoch berücksichtigt
werden, daß sich der zentrale Quasiimpuls der Atome unter dem Einfluß der ex-
ternen Kraft mit der Zeit gemäß k0(t) verschiebt. Dies bedeutet, daß das Wel-
lenpaket nach einiger Zeit den Bereich mit meff < 0 verläßt. Für die Parameter
des Experiments aus Abb. 5.4(b) ist dies bereits nach 33 ms der Fall. Dann be-
findet sich das Wellenpaket jedoch zunächst bei |meff | � m. Daher wird nur ein
langsames Zerfließen des Wellenpakets erwartet.

Es ist nicht auszuschließen, daß auch die Wellenpakete in den Experimenten
aus Abschnitt 5.1.2 durch das longitudinale Potential im Wellenleiter beschleu-
nigt wurden. In diesen Experimenten konnte jedoch insbesondere wegen des von
Schuß zu Schuß schwankenden Quasiimpulses des Anfangswellenpakets k0 die
Trajektorie der Wellenpakete nicht sehr genau vermessen werden.

Ob es sich bei der mittleren Spitze in Abb. 5.4(b) tatsächlich um ein Gitter-
soliton handelt, kann noch nicht abschließend entschieden werden. Zunächst muß
in systematischen Messungen geklärt werden, welchen Einfluß die Werte der ver-
schiedenen experimentellen Parameter wie ω⊥, ω‖, Nt und V0 auf die Dynamik der
nichtlinearen Materiewellen haben. Zwei- oder dreidimensionale numerische Si-
mulationen der Dynamik der Bose-Einstein Kondensate wären zum Vergleich mit
den Messungen ebenfalls hilfreich. Falls es sich tatsächlich um ein Gittersoliton
handeln sollte, ist auch noch zu klären, ob sich dieses im Rahmen der Theorie
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aus Kapitel 1 beschreiben läßt. Da die Experimente durch die Umstellung auf
Verdampfungskühlung in der gekreuzten Dipolfalle gut reproduzierbar geworden
sind, werden sich diese Fragen in weiteren Messungen beantworten lassen.
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde Dispersionsmanagement für Materiewellen erst-
mals experimentell demonstriert. Mit Hilfe eines optischen Gitters konnte die Dis-
persionsrelation der Materiewellen gezielt manipuliert werden. Diese neue Technik
wurde in Experimenten zur nichtlinearen Atomoptik auf ein Bose-Einstein Kon-
densat in einem atomaren Wellenleiter angewandt. Dabei wurden starke Hinweise
auf die Erzeugung von Gittersolitonen beobachtet.

Zu Beginn der Diplomarbeit wurde eine Apparatur zur Bose-Einstein Konden-
sation von 87Rb fertiggestellt. Aufbauend auf den in [For01] beschriebenen Vor-
arbeiten wurde in einer magnetischen TOP-Falle Verdampfungskühlung durch-
geführt. Unterhalb einer kritischen Temperatur von Tc = 260 nK konnte Bose-
Einstein Kondensation in einem verdünnten Gas von 2 × 105 Rb-Atomen beob-
achtet werden.

Die Kondensate wurden durch adiabatische Fallenänderung in das optische
Dipolpotential eines weit von Resonanz verstimmten, fokussierten Laserstrahls
transferiert, der als Wellenleiter für die Materiewellen dient. Damit wurde ein zur
nichtlinearen Faseroptik mit Laserpulsen analoges System realisiert: Der fokus-
sierte Laserstrahl übernimmt die Rolle der Faser, die Bose-Einstein Kondensate
entsprechen den Laserpulsen. Die Propagation der Kondensate in dem Wellenlei-
ter wurde untersucht. Es konnten Dipol- und Quadrupolschwingungen des ato-
maren Ensembles beobachtet werden. Dabei war neben dem Kondensat immer
ein großer Anteil thermischer Atome im Wellenleiter sichtbar.

In einem verbesserten Aufbau wurde Verdampfungskühlung direkt im opti-
schen Potential des Wellenleiters und einer zweiten Dipolfalle durchgeführt. Auf
diese Weise konnten reine Kondensate mit 103–104 Atomen im Grundzustand des
Wellenleiters präpariert werden. In der Expansion der Kondensate waren keine
thermischen Atome mehr sichtbar.

Die Dispersion der Materiewellen im Wellenleiter wurde mit Hilfe eines opti-
schen Gitters gezielt manipuliert. Das optische Gitter wird von einer stehenden
Lichtwelle erzeugt, deren Amplitude und Phase experimentell sehr genau kontrol-
liert werden können. Dadurch läßt sich die effektive Masse der Atome im Gitter
und damit die Dispersion der Materiewellen einstellen.

I



II ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

In einem Experiment mit einem inkohärenten atomaren Ensemble im linea-
ren Regime wurden Bloch-Oszillationen und Landau-Zener-Tunneln der Atome
in dem optischen Gitter beobachtet. Diese aus der Festkörperphysik bekannten
Phänomene konnten in den hier vorgestellten Experimenten erstmals direkt im
Ortsraum beobachtet werden, während sich die Atome noch im Gitter befanden.
Gleichzeitig wurde erstmals die Dispersion der Einhüllenden der Wellenpakete
im Gitter beobachtet und über die effektive Masse kontrolliert. Es konnte gezeigt
werden, daß die atomaren Wellenpakete im linearen Regime umso schneller zer-
fließen, je kleiner der experimentell eingestellte Betrag der effektiven Masse war.
Während der Propagation änderte sich auch die Form der Wellenpakete. Dies
konnte mit Hilfe eines einfachen theoretischen Modells auf die Abhängigkeit der
effektiven Masse vom Quasiimpuls zurückgeführt werden.

In einem weiteren Experiment wurde der Einfluß des Vorzeichens der effek-
tiven Masse auf die Dynamik der Wellenpakete gezeigt. Das Umschalten von
positiver auf negative effektive Masse entspricht im linearen Regime einer Zeit-
umkehr: ein bereits auseinandergeflossenes Wellenpaket läuft wieder zusammen.

Nachdem durch die Experimente im linearen Regime erwiesen war, daß Dis-
persionsmanagement für Materiewellen möglich ist, wurde diese Technik auf Bose-
Einstein Kondensate mit 5×103 Atomen im Wellenleiter angewandt. Das Zusam-
menspiel von Nichtlinearität und Dispersion konnte damit untersucht werden:

Bei positiven effektiven Massen zeigen die Materiewellen im Experiment im-
mer Dispersion. Das Zerfließen der Wellenpakete wird durch die repulsive Wech-
selwirkung zwischen den Atomen sogar noch verstärkt, so daß sich die Breite der
Wellenpakete nach weniger als 20 ms Propagation verdoppelt.

Im Gegensatz dazu konnte durch die Präparation der Kondensate bei negati-
ver effektiver Masse ein Zerfließen der Wellenpakete verhindert werden. Obwohl
die Wechselwirkung zwischen den Atomen repulsiv ist, hatte das Wellenpaket
seine Breite nach 40 ms noch nicht verändert. Dies ist ein starker Hinweis auf
die Erzeugung von atomaren Gittersolitonen im Experiment. Weitere Tests in ei-
nem optimierten experimentellen Aufbau werden derzeit durchgeführt. Atomare
Gittersolitonen wurden bereits in zahlreichen theoretischen Arbeiten untersucht
[ZPMW99, SZ98, TS01, ABD+01, Mey01, CEL02], jedoch noch nie beobachtet.
Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurde in einer numerischen Simulation der Dy-
namik des Bose-Einstein Kondensats im optischen Gitter für die Parameter des
Experiments ebenfalls die Entstehung eines Gittersolitons beobachtet.

Die in dieser Diplomarbeit vorgestellten Experimente mit atomaren Bose-
Einstein Kondensaten sind ein Beispiel dafür, wie Konzepte aus einem Teilgebiet
der Physik erfolgreich in ein anderes Teilgebiet übernommen werden können.
Motiviert wurden die Experimente durch die Beobachtung von Gittersolitonen in
der nichtlinearen Faseroptik mit Laserpulsen [ES96]. Das Konzept der effektiven
Masse stammt dagegen aus der Festkörperphysik [AM01].



III

Ausblick

In der näheren Zukunft des Experiments wird in weiteren Tests zu klären sein, ob
es sich bei den nicht zerfließenden Wellenpaketen mit negativer effektiver Mas-
se tatsächlich um Gittersolitonen handelt. Dabei ist anzustreben, noch kleinere
Kondensate mit nur wenigen Hundert Atomen im Wellenleiter zu präparieren und
nachzuweisen. In Kondensaten mit geringerer Atomzahl verbreitert die Nicht-
linearität die Quasiimpulsverteilung nicht so stark. Dies sollte die Beobachtung
von Gittersolitonen in reiner Form vereinfachen.

Die Technik des Dispersionsmanagements soll in Zukunft auch in Experimen-
ten zur Pulskompression mit Materiewellen Verwendung finden. Hierzu wurden
in dieser Arbeit bereits numerische Simulationen durchgeführt.

Mit Gittersolitonen könnte eine Reihe von weiterführenden Experimenten
durchgeführt werden. Zunächst wäre die Untersuchung von Kollisionen zwischen
zwei Gittersolitonen interessant. Gittersolitonen sind im mathematisch strengen
Sinne sogenannte

”
solitäre Wellen“. Dies äußert sich unter anderem darin, daß

nach einer Kollision zweier Solitonen eine leichte Änderung ihrer Form auftreten
sollte [CEL02]. In unserem Experiment ließen sich Kollisionen zwischen Gitter-
solitonen nach einer geringfügigen Modifikation des derzeitigen Aufbaus untersu-
chen.

Solitonen finden in der Optik in Experimenten zur Erzeugung von amplitu-
dengequetschtem Licht Verwendung [FMW+96]. Analog könnten Gittersolitonen
eingesetzt werden, um Zustände mit reduzierten Atomzahlfluktuationen herzu-
stellen. Diese Zustände könnten dann in einem Atominterferometer zur Erhöhung
der Auflösung eingesetzt werden.

Das im Rahmen dieser Diplomarbeit fertiggestellte System zur Erzeugung von
Bose-Einstein Kondensaten in einem Wellenleiter läßt sich mit nur geringen Mo-
difikationen auch für andere Experimente einsetzen. Die Kondensate im Wellen-
leiter stellen generell einen guten Ausgangspunkt für die Untersuchung der Pro-
pagation von Materiewellen in einer Dimension dar. Wird beispielsweise anstelle
des periodischen Potentials ein Zufallspotential angelegt, könnten Experimente
zur Lokalisierung von Materiewellen durchgeführt werden. Das Zufallspotential
ließe sich z.B. durch Abbildung eines optischen

”
speckle“-Musters erzeugen. Diese

Möglichkeiten lassen erwarten, daß in Zukunft noch einige interessante Experi-
mente mit dem hier vorgestellten System durchgeführt werden.
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Anhang: Spektroskopische
Daten von 87Rb

Wellenlänge (Vakuum) λL 780.246 nm
Wellenzahl kL = 2π/λL 8.053× 106 m−1

Linienbreite Γ 2π × 5.76 MHz
Sättigungsintensität (σ+-polarisiertes Licht,

|F = 2, mF = 2〉 → |F ′ = 3, m′
F = 3〉-Übergang)

Isat 1.67 mW/cm2

Photonen-Rückstoßenergie Er = h̄2k2
L/2m 2.499× 10−30 J

Photonen-Rückstoßfrequenz ωr = Er/h̄ 2π × 3.771 kHz
Photonen-Rückstoßgeschwindigkeit vr = h̄kL/m 5.885 mm/s

Tabelle 2 : Spektroskopische Daten der D2-Linie von 87Rb. Die Sättigungsintensität
Isat ist für den betrachteten atomaren Übergang so definiert, daß sich ein Atom im
Mittel 1/4 der Zeit im angeregten Zustand befindet, wenn der Übergang mit I = Isat

auf Resonanz (Verstimmung ∆ = 0) getriebenen wird.

V
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